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Vorrede, 

Das HeftcheD hat lange auf sich warten lassen. Der Gegen- 
I stand verdient es wie kaum ein anderer, in Jahnkes Sammlung 
behandelt zu werden. Mathematiker, theoretische Physiker, Kar- 
tographen, Techniker können aus der gründlichen Kenntnis der 
Methoden der konformen Abbildung Nutzen ziehen. Die Wahl 
der Darstellungsart war gerade hier ^heraus schwierig. Funktionen- 
r theoretische Kenntnisse sollten nicht vorausgesetzt werden; zu ent- 
^behren sind sie Bicht, entwickelt werden konnten sie nicht, weil 
' tl^onst för das eigentliche Thema kein Baum geblieben wäre. Die 
Tjjösung des Knotens wurde nach einem welthistorischen Vorbilde 
. mbewirkt. Anstatt den Riemannschen allgemeinen Abbild ungasatz 
■als Ziel hinzustellen, wurde er wegen seines anschaolichen Inhalts 
'''«hne Beweis an den Anfang gestellt, und aus ihm deduziert, was 
' —in einem Werke von zehnmal größerem umfange mit selb- 
^ständigem Beweis versehen als Vorbereitung des Endzieles hätt« 
^dienen müssen. Der Mathematiker darf daher dem Verfasser nicht 
vorwerfen, daß das Bäcblein so geschrieben worden ist, höchstens 
daß es geschrieben worden ist. Der Techniker anf der andern 
Seite wird tadeln, daß stellenweise noch zu viel Theorie gegeben 
werde. Aber der Stoff ist nicht anders zu fassen. Bei beiderseits 
• gutem Willen wird das Heft nicht von beiden Seiten in die Kluft 
■ geworfen werden, die noch immer zwischen der reinen and an- 
i gewandten Mathematik gähnt. Es ist als Baustein fSr eine Brficke 
, der Annäherung gedacht. 

Ein Werk von erheblich größerem Umfang über den Gegen- 
stand zu schreiben, w5re leichtfir gewesen. Bei der Darstellung 
war ich bemüht zu vermeiden, daß das Bändchen den Eindruck 
I des Auszugs aus einem grCßeren Buch macht. 
.7 Ein zweites Heft soll Anwendungen der Theorie bringen. 

;« Berlin, den 12. November 1910. 

L. Lewent. 



Torvort des Herausgebers der Sammlung. 

Der Verfasser der TOrliegenden Schrift ist. am 1 3. November 1 910 
}}l0t!{lich aus dem Leben geschieden und hat ein fast dmckfertiges 
Uanuakript hinterlaeseo, das mir von seinem Binder, Herrn Ober- 
lehrer Dr. E. Lewent, zur TerlVgnng gestellt vurde. Es fehlte nur 
noch die Darstellung der konformen Abbildung durch elliptificbe 
Funktionen, die fertigzostellen der Verfasser durch sein tragisches 
Geschick verhindert worden ist. Herr FrivatdozentDr.W. Blaschke 
TOn der Greifswalder UniversitAt hatte die Liebenswürdigkeit, die 
Ausarbeitung des fehlenden Abschnittes zu übernehmen. Er trBgt 
natürlich die Verantwortung nur fQr das von ihm verfafite fünfte 
Kapitel. 

Ich habe mich entscblossen, das Leweutsche Manuskript im we- 
sentlichen SD, wie es vorlag, zum Di-uck zu bringen, einmal weil 
«ine einfache und schnelle Einführung in die Methoden der kon- | 
formen Abbildung von vielen Seiten, besonders von selten der Elek- 
trotechniker, dringend gewünscht wird und zweitens um das Er- ' 
scheinen der schon sehnsüchtig erwarteten Schrift nicht noch länger i 
zu verzögern. 

Abgesehen von einer Reihe stilistischer Änderungen war es 
notwendig, einige sachliche Korrekturen anzubringen, so vor allen 
Dingen im dritten Kapitel bei der Erklärung der analytischen 
Funktionen, und im vierten Kapitel, wo die einschränkenden Vor- 
aussetzungen angegeben werden muBt«n, unter denen der Riemann- 
sche Satz so, wie geschehen, ausgesprochen werden konnte. Von i 
weitergebenden Änderungen, die manchem vielleicht wünschens- 1 
wert erscheinen möchten, mußte abgesehen werden, wenn nicht 
der Charakter der Darstellung verändert werden sollte. Den Fi- J 
gnren habe ich noch die Figur 18 aus R. Fricke, Analytisch- 
ftmktionen theoretische Vorlesungen, Leipzig 1900, B. G. Teubner, j 
als Figur 20 b mit freundlicher Genehmigung des Verfassers hin- j 
zugefügt, dem auch an dieser Stelle bestens dafür gedankt sei. i 

Bei der Korrektur hat mich Herr Prof. Dr. Salkowski in lie- | 
bens würdigster Weise unterstätzt. Eine ganze Reihe von Ver- | 
besseruQgen sind auch Herrn Senator Prof. Dr. Neovius ans 
Kopenhagen zn verdanken. 

Der Verfasser hat sich mit seiner Arbeit ein schönes Denkmal , 
gesetzt. I 

Berlin, den 29. Februar 1912. | 

£. Jalinke. 
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Erstes Kapitel. 

Die geometrigcfae Varstellnng komplexer OrößeE nnd 

der allgemeine Begriff der Abblldang. 

1. Die komplexe Zahl&aebene. Eine komplexe OrOfie 

;t ^ i^ ^ ; ist durch Angabe der beiden reellen Zahlen x nnd y 
bestimmt. Als lUafizahlen der Eoardinaten betrachtet, legen die 
Zahlen x, y einen Punkt in der (x^)-Ebene fest. Weü die Zahlen- 
paare {x,y) und die komplexen Größen sich gegen- 
seitig eindeutig entsprechen, kann man mit Vor- 
teil das geometrische Bild an die Stelle des ana- 
lytischen Ausdnicks treten lassen. Jede Rechen- 
operation mit der komplexen GrOße g findet ihr 
anschauliches Gegensttlck in der Ebene, wo die 
komplexe Grßße z geometrisch darge- 
stellt wird, oder — wie man kürzer 
sagt — in der Ebene der komplexen 
Variablen z, in der 2-Ebene. 

Die elementaren Rechnungsarten ng- i. 

und ihre geometrische Deutung werden 

in den Lehrbücbera der Funktionentheorie auf den ersten Seiten 
behandelt. Wir dürfen uns daher kurz fassen. 

Dem Funkte P (Fig. l) mit den rechtwinkligen Koordinaten 
Xj y oder den Polarkoordlnateu r, ip wird die komplexe Gröfle 
!^x+ iy'~r{eostf, + i sin 9) - ref* 

zugeordnet. Der Radiusvektor OP = r = V'^ -\- y* bestimmt den 
absoluten Betrag der komplexen Größe, der stets positiv zu 
nehmen ist, und der aus 




an g, => — ^ cos 9) =" — 

sich ergebende Winkel qp heißt das Argument oder der Arcus yon 
z. Der absolute Betrag der Größe z wird durch das Zeichen | e \ 
angedeutet. Die Größe ef' hat (bei reellem tp) den absoluten Be- 
trag 1. Das Argument <p ist auch seinem Torzeichen nach, aber 



I. Geometrüche DKnt«Uimg komplexer QrOBea. 



(geometrische) Addition b 



Dur biB auf additire Vielfache von 2» beatitnmt, da eine volle 
ümdrahung den Strahl OP in seine Anfangslage zurückführt. 

Die zu « •= 3! ~|- p'y konjugiert k_ompiese Größe ifit S-^x — ty 
=- re"»'. Der entsprechende Punkt P^(x, — y) ist das Spiegelbild 
von Jfin bezugauf die Achse der reellen Zahlen (Achse des 
Reellen oder wie wir auch kürzer sagen werden: reelle Achse). 
Desgleichen sind (a + i6)(i + »y) = c« und {a~ib){x—iy) = SS 
konjugiert komplex. 

Faßt man den der komplexen ZablgrSBe z entoprechendeo 
Punkt P als Endpunkt des Vektors OP auf, so wird das Bödmen 
mit komplexen Größen zu einer Rechnung mit Vektoren. Die 
folgt genau die Regeln, nach denen ^ B. 
Kräfte zusammengesetzt werden, die 
in einer Ebene liegen und gemeinsamen 
Angriffspunkt besitzen (Fig. 2)'). Die 
^ Berechtigung liegt in der Identität:' 

-•-%+».+■■+». 

-(»,+•!/,) + ■■• + (». + '■».) 

die in dieser Form oder in der andern: 
e —'^e, —^fr "^oa 9, + i^r^ sin (p^ 
lehrt, daß die Projektion der Resultierenden auf die x- oder if- 
Achse gleich der Summe der Projektionen der Komponenten ist. 

Die Subtraktion ist wegen — e = + (—«) ein Spezialfall der 
Addition. Die Punkte und — z liegen symmetrisch in bezng 
auf den Nullpunkt. 

Da (Fig. 2) 0J( — |zj kleiner ist als der voii nach B 
fahrende Polygonzug, der sich aus Strecken von den Längen 
•"i = 1 ^ ! I *"* "" I ^i I ' ■ ■ I zusammensetzt, so folgt: 

l»l-l«, +». + ■■■ + '.! ^I«,l + l».l + "- + 1^.1-. 

In Worten: Der absolute Betrag einer Summe ist kleiher als die 
Summe der absoluten Betrage der Summanden. Dag beigefügte 
Gleichheitszeichen gilt nur in dem Ausnahmefall, daß alle e^ das- 
selbe Argument besitzen. 

1) Yg\. E. Jabnke, Vorlesungen über die Vektorenrechnnng; andi 
Hütte, dea Ingenieurs Taschenbuch I, S, ]24. 




1. Die komplexe Zablenebene. 



Wie zwei (oder mehr) komplexe Zahlen multipliKiert werden, 
zeigt die Oleichniig 

^ = ^i ■ ^i = T ■ ef' = r,)-ä ■ e!'ft+v>)'. 

Der absolute Betrag des Produktes ist gleich dem Produkt der 
absoluten Beträge der Fakttiren, das Argument des Produktes 
setzt sich additiv aas den Argumenten der Faktoren zusammen. 
Für die Darstellung eines Quotienten liest ninn die Regeln 
aus der Gleichnog ab: 

z = ref* = *' = 'i - c^f'-'t'i-^ 

ans der 

und 

9 = 9i — ¥» + 2fc:i 
folgt, 

Beispiele: Die Summe und das Produkt zweier konjugiert 
komplexe [f Zahlen sind reell, die Differenz ist rein imaginär: 



i 


-i + iS 


-r 


(.«,,+ 


ising>) 


z 


^x- iy 


-rl 


'cos 9 — 
'cosqp 


i sin <p) 


Vi 


= 2x 


= 2i 




-z 


_2(j, , 


= 2i 


:r^m<p 




ee 


-=.' + »'. 


_,> 


-Is ^ 





In den folgenden Beispielen ist es zweckmäßig, sich die 
£^-Ebene als beweglich und veränderlich vorzustellen, etwa wie 
eine ideale elastische Haut, die mit feinem Verständnis für die 
auszuführen den mathematischen Operationen sich immer in der 
gewünschten Weise verzerrt und verschiebt. Diese a- Ebene denke 
man sich über einer andern festen Ebene, der Z-Ebene, derart 
ausgebreitet, daß anfänglich die x- und r/- Achse sich mit den ent- 
sprechenden Achsen, der X- und F-Achse, der Z-£bene decken. 
Dann kann man die durch die Gleichung 
Z^e+ a-T-bi 

angezeigte Abänderung der komplexen Gröfie & als eine Vcr~ 
Schiebung der s-Ebene deuten, bei der die Achsenrichtungen bei 



4 I' Geomettiache DareUIlong komplexer Gr&Ben. 

behalten werden (Parallelverscbiebang). Der Nullpunkt der 
«•Ebene gelangt nach Z '^ a -{- bi. 

Ist a eine reelle positive Konstante, so wird durch 

Z = az 
eine Streckung dargestellt, iodem, der Oleicbung 

Z=ar-eV' 
entsprechend, beim Übergang von der f-Ebese zur Z-Ebene zwar 
die Ärgoroeate von / und Z einander gleich bleiben, die absolutea 
Beträge aber in der Weise verändert werden, daß der absolute 
Betrag der Gröfle Z zum absoluten Betrage von z das Verhältnis 
a : 1 bat. 

Das Produkt 

Z=e''*-« = r.e<*+'')' (« > 0) 

bedeutet eine Drehung im Sinne wachsender Winkel (in posi- 
tivem Sinne) um den Nullpunkt. 
Für c = a ■ e"' ist 

Z = C2 — arii^i'+->' 
eine Drehung (ß) um den Nullpunkt, veriiunden mit einer Streckung 
(a ; l), eine sogenannte Drehstreckung. Speziell wird eine 
Drehung der «-Ebene um - , Jt, - ■- durch den Übergang tob Z za 
ix, — ü, — iz vollzogen. 

Die allgemeinste ganze lineare Funktion 
Z'^ a + hs 
schreibt vor, daß die «-Ebene (wegen des Faktors b) erst gedreht 
und gestreckt und dann (wegen a) parallel zu sich rerschoben 
wird. Nach der Darstellung 

kann derselbe Effekt durch eine Parallelverschiebung l-r-l mit 
folgender Drehstreckung (Ö) erzielt werden. 

Als Anwendung soll die ebene epizyklische Bewegung der «■ 
Ebene charakterisiert werden. In der «-Ebene denke mau sich 
den Kreis mit dem Radius r gezeichnet (Fig. 3), der anfangs im 
Punkte z = B -\- r, d. h. auf der positiven Hälfte der Achse des 
Reellen, im Abstände B -\- r vom Koordinatenanfong 0, seinen 



1. Die komplexe Zkhleneb«ne. 



Mittelpunkt M hat. Der Kreis (und mit ihm die e-Ebene ia der er 
liegt) rotiere mit der WiBkelgeschwindigkeit — um semea Mittel- 
punkt M, während gleichzeitig der Mittelpunkt auf dem Kreise mit 
dem Radius Ä + r wandert, die bewegliche Ebene also um ge- 
dreht wird; die Winkelgeschwindigkeit dieser Drehung sei -= ■ 
Zn der Zeit i wird durch die Winkel 

<P =" -jT ■ t und <p = 

die Größe der Drehungen ange- 
geben. Ein Punkt, der ursprüng- 
lich durch die komplexe Gr5Be.e 
dargestellt war, kann durch vier 
aufeinanderfolgende Operatio- 
nen in seine Endlage fiberge- 
fdhrt werden. 

1. Die £-Ebene wird parallel 
verschoben, so daß M nach 
kommt; x geht dabei über in 
r-(B + r). 

2. Die so verschobene e- 
Ebeoewird in positivem Sinne um 
den Winkel <p gedreht ; 
Multiplikation von e — (R + r) 
mit e*' entspricht, 

3. Die Parallel Verschiebung, die M nach führte, wird wieder 
rückgängig gemacht, so daß M seine Anfangslage wieder inne 
hat und durch 1., 2., B. also nur eine Drehung um M bewirkt 
ist; der Punkt £ liegt jetzt in 

U-(E + r)]e" + B + r: 

4. Die gedrehte z-Ebene wird um durch den Winkel 4> ge- 
dreht; dadurch kommt it nach 

Z-([«-(Ji + ,)]e»' + (a + r)|.»'. 

Soll der Kreis (Jtf, r), wie es bei der Epizykloiden bewegung der 
Fall ist, auf dem Kreise (0,11) rollen, ohne zu gleiten, so ist 




I. OeometriBcfae Dantellung komplexer GrOfien. 



und es ei^ibt sieb 

Diese Gleichung ksDs ah Bahn des Punktes 2 in der festen Z- 
Ebene angesehen werdeu, da sie tut jeden Wert des Parameters 
9 die Lage Z des bewegten Punktes kennen lehrt. Z. B. erhält 
man fOr den Punkt e — S {P der Fig. 3): 

/=Z + «r-(fi + r)e** — re~^ ' *' . 
Durch Trennang des reellen vom imaginären Bestandteil ergibt 
aick in der Tat die Gleichung der Epizjkloide: 

X—{}1 + r) cos * — r cos {^-^ ■ <p) , 



1' _ (B + r) sin d 



/B + r 



Sind allgemein in i; ~ x + i^ die Größen x und p variabel, 
aber ,v von x abhängig, so ist z = x + iy die Oleichuug einer 
Kurve. So stellt s ~ x+ lyr* — n? den Kreis x^-\-y^ = r^ 
- + iy die Parabel 



^ ts =1 X ■\- iY'lpx oder auch e = 
y* = 2pi. A 

ü-^X + ii 



2p 




1 + (' + *■ 1 + (' 



liest man die Gleichung des Kreises 
x" + y^ — 1 ab. 

~ Als letzte Aufgabe dieser einleiten- 
den Nummer soll der Punkt e^ be- 
stimmt werden, der zu dem Punkte 
«u = r^e'*" spiegelbildliche Lage in be- 
zog auf eine gegebene Gerade besitzt 
(Fig. 4). Die gegebene Gerade gehe durch c = a + ib, ihr Rich- 
tungäwinkel sei &. 

Die «-Ebene wird gemäß der Gleichung d = z — c parallel 
verschoben, so daB c in den Nullpunkt kommt. Nach einer nun- 
mehr um ausgefiShrten Drehung um das Doppelte des Winkel» 
% — qS(i im positiven Sinne (e"= /e*'*~^*) hat man nur wieder 
die erste Paralielverschiebung rückwärts auszufahren, um S(, nach 
;, zu bringen. £s ist also 
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^nr in der Form abweichend ist der Ausdruck 

h - (h - 5)«"' + e. 
den folgende Überlegung ergibt. Durch Parallelverschiebong und 
Drehung bringe man die gegebene Gerade mit der x-Achse vax 
Deckung, so daß c nach kommt: 

■ /-(.-c)..-n 

Das in bezug auf die neue Achse des Beeilen genommene Spiegel- 
bild des Punktes 2o'= {Zf, — c)e~*', nämlich den Punkt e^" = 
£^'= (Zf,~- c)^*'. bringt man durch BäckwSrtsdreben, um den 
Winkel O, und nachfolgende ParallelTerschiebung c nach e^. 

a. Die Abbildang 
zireier Bereiche auf- 
einander. Was unter 
konformer Abbildung 
zu verstehen ist, soll erst 
im zweiten Abschnitt aus- 
einandergesetzt werden. 
Der zunächst zu erörternde 
allgemeine Begriff der 
Abbildung ist leichter "'' "' 

zu lassen. In der Ebene der komplexen Variablen ^ ~ x + ty sei 
«in Bereich abgegrenzt (der sich auch über die ganze Ebene er- 
strecken kann), ebenso in der Ebene einer andern Variablen 
Z=X-\-iT. Wir sagen, beide Bereiche sind aufeinander bezogen 
oder abgebildet, der eine ist ein Abbild des andern, wenn eine 
Vorschrift besteht, nach der zu jedem Punkte (a^,y) des ersten 
Gebiets ein entsprechender Punkt (X, T) (oder mehrere) des an- 
deren Gebiets gefunden werden kann und umgekehrt. Unwesent- 
lich ist dabei noch, daß die Bereiche («) und (2) über ebenen 
Flachen ausgebreitet sind. 

1. Beispiel. Durch die Zuordnung 

wird das Innere eines Rechtecks der z-Ebene (Fig. 5) auf das 
Innere eines doppelt so hoheo ( I" = 2 y) und gleich breiten (i — x) 
Rechtecks abgebildet. Ach Benparallelen Geraden der einen Figur 
entsprechen ebensolche Geraden der andern. 
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S. BeiBpieL Durch die Beziehimg 

X + iT=x + i^j, («>6>0) 
gehen die Ponkte des KreiBea x* -\- 1/' =^ a* in Punkte der Ellipse 
— f + -p- •— 1 Ober, weil die Abszissen uavei*ndert bleiben nnd 
die Ordinaton im Verhältnis b : a verkfirzt werden. Den kon- 
sentriscben Kreisen im Innern des genannten Kreises (Fig. 6) ent- 
sprechen Ellipsen, die im Innern jener andern liegen, zu ihr kon' 
zeutrisch, Ähnlich and ähnlich gelegen sind. Den Strahlen ~ = c 




sind dabei die Strahlen v ~ — '^ zugeordnet. Da jedem 

Punkte im Innern des Kreises genau ein Punkt im Innern der 
Ellipse entspricht und yiad versa, heiBt die Abbildung umkehr- 
bar eindeutig oder ein-eindeutig. 

8. Beispiel. Eine einfache Abbildung der nCrdlichen Halb- 
kugel der Erde erhalt man durch senkrechte Projektion der Kugel- 
punkte auf die Ebene des Äquators. Bildet man die südliche 
Hälfte in gleicher Weise ab, so hat jeder Punkt der Erde ein 
ganz bestimmtes Bild, aber nicht umgekehrt. Denn zu jedem 
Bildpunkte existieren zwei Orte auf demselben Meridian mit ent- 
gegengesetzt gleicher Breite. Die Äbbildong wird durch die Fik- 
tion einer zweiseitigen Aquatorialebene umkehrbar eindeutig, iu- 
Boferu niin Punkten der oberen Seite (unteren Seite) nur Punkte 
nördlicher (südlicher) Breite zugeordnet sind. Wir nähern uns 
mehr einer überaus fruchtbaren, von Riemann ausgebildeten Vor- 



S. Bedinguiigen der Konformität. 



stellnngsweise, wenn wir die Eindeutigkeit dadurch erzwingen, daß 
wir una die vom Äquator begrenzte Kreisfläche in zwei Exem- 
plaren Übereinanderliegend und Uogs des gemeinsamen Bandes 
zusammen geheft«t denken. Der ao entstandene ZfUnder von un- 
endlicb kleiner Höhe wird snn mit einer Onindfl&che zum Tr^r 
der Bilder nördlicher Breit«, mit der andern zum Träger deijenigen 
südlicher Breite. 

i. Beispiel. Bei der sog. stereographischen Abbildung 
der Kugel werden die Funkte der Flftche durch Strahlen vom 
Nordpol auf die Tangentialebene im S&dpol projiziert. Diese Pro- 
jektionsart wird uns später beschäftigen. 

Zweites Kapitel. 

Die Caafhy-BiemuiDsehen partielleD Differentlal- 

gleichaDgen and die konforme Abbildung. 

8. Die Bedingungen der Konformität. Soll 7on einem 
ebenen Gebiet ein Bild auf dem ebenfalls ebenen Zeichenblatt ent- 
worfen werden, etwa von einem Grundstück für das Katasteramt, 
so ist ohne Frage die in einem passend gewählten Maßstab her- 
gestellte ähnliche Figur am geeignetsten. Handelt es sich aber 
um Darstellung ausgedehnter Länder auf der Erde, die nicht mehr 
als eben betrachtet werden können, so ist eine ähnliche Abbildung 
im obigen Sinne nicht möglich. Bei der Frage nach der besten 
Darstellung sind jedesmal die besonderen Zwecke zu berück- 
sichtigen. 

Wir denken uns nach zwei veisohiedenen Metboden die Erd- 
oberfläche abgebildet, einmal auf die Ebene der komplexen Varia- 
blen w = M -|- iw und dann auch auf die «-Ebene. Ordnen wir 
die Fnnkte ie und e beider Ebenen einander zu, die demselben 
Punkte der Kugel entsprechen, so sind auch die Gebiete (w) und 
(e) anfeinander abgebildet. Im allgemeinen ist die zwischen ihnen 
bestehende Beziehung keine ähnliche Abbildung. Von der Kugel, 
die uns die nötigen Dienste geleistet hat, sehen wir jetzt ab. Für 
die Beurteilung der Brauchbarkeit der Abbildung des Bereiches 
in der 2-Ebene auf das Gebiet (w) rücken wir folgende Gesichts- 
punkte in den Vordergrund. 

Wir beschäftigen uns nur mit solchen Abbildungen, bei denen 
einem stetigen Fortrücken des Punktes « eine im allgemeinen 
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stetige Änderung des Punktes w entspricht, ja wir setzen sogar 
II uDd V als Funktionen von x nnd y vorans, die in dem betrach- 
teten Gebiet — von später anzugehenden Ausnahmen abgesehen — 
stetige Difierentialquotienten bis zur zweiten Ordnung besitzen. 
Eine Verschiebung 

jie = ^z + i^y 

des Punktes e wird dann eine Änderung (Fig. 7) 

Jw = Jm -|- iJv 

lif.ti Punktes u> herronnifen, die gleichzeitig 
mit Jz unendlich klein wird. Der absolute 
>r+jt Betrag des DifFerenzenquotienten 

^tB _ Ju + iJv 



y^ 



r"' 



Mg. !. Ja dx-\-i^y 

liefert das Längen Verhältnis der Strecken /iw und As, das Argu- 
ment des Qaotienten lä&t erkennen, um welchen Winkel beide 
Elemente gegen ei nandev gedreht sind. 

Ist nun die erste Karte {£) so beschaffen, da6 man sich mit 
ihrer Hilfe, mit einem KompaB nnd Maßstab orientieren kann, so soll 
durch die abbildende Funktion w der zweiten Karte dieselbe Eigen- 
schaft ertflilt werden. Wir verlangen demgemäß erstens, daß einem 
Winkel mit dem Scheitelpunkt g eis gleich großer Winkel mit 
dem Scheitelpunkt w entspricht, daß also die Bilder zweier Kurven 
durch e sich in w unter demselben Winkel schneiden wie dieOriginale ; 
wir verlangen zweitens, daß — bei Beschränkung auf kleine Di- 
mensionen — Punkten, die von einem beliebigen Punkte s gleichen 
Abstand haben, wieder Punkte eines Kreises mit dem Mittelpunkt w 
zugeordnet sind. Die zweite Bedingung spricht für eine bestimmte 
Stelle die Unabhängigkeit des Maßstabes von der Richtung aus, 
so daß der Grenzwert -j- an jeder Stelle einen ganz bestimmten 
absoluten Betrag hat, der sich mit der Richtung des Elements 
nicht ändert. Durch die erst« Bedingung wird an jeder Stelle 
flir das Argument von -.- ein von der Orientierung des Ele- 
ments ds unabhängiger Wort gefordert. Bei ErfBUung beider Be- 
dingungen erscheint also ab reine Ortsfunktion, d. h. als eine 
Funktion von z, die sich an einer bestimmten Stelle z nicht mit 
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der FortBcbreitaagsrichtong von de Sndert. (Fflr uns ist es hd- 
eriieblieh, daB die beiden aufgestellten Forderangen bei Vorftns- 
getzung stetiger Differentialquotienten von u und v sich gegen- 
seitig bedingen.) Einem Fortrücken des Punktes e p&rallel zur 
X-Achse (dy = 0) und einem Forti-ücken paraUel zur y-Acfase 
(dx = O) muß daher derselbe Wert des Differeatialquotienten ent- 
sprechen : 

ai — = ^^+*-> - 1 d<M+iv) 

^ ', dt dx i dy 

D% u und V reelle Funktionen der reellen Yeränderlichen x 
und y sind, zerfBUt diese Gleicbnog in die beiden: 

,„^ ?^ _ 3* ^±-_ ^ 

^ < dx dy' dy dx'' 

für die der Name Canohy-Biemanusche Differentialgloichangen 

gehräachlich ist. 

Uitagekebrt folgt aus dem Bestehen der Gleichungen (2) wirk- 
lich, daß j- an jeder Stelle {x, y) von der Grüße und Bichtnng 
des Elements dz unabhängig ist: 



dx -\- idy 



dw + 

' dx + idy dx -\- idy 






nach (2) 



Duruh Differentiation folgt aus (3); 

(3)' Au = pi + p^,~0, ^v-p, + ^,^0 

,v ^ 8x* ' öy' ' dx' ' dy* 

d; h. der reelle und der imaginBre Teil der Funktion wj— ■«-f-if 
genügen einzeln der Laplacescben Differentialgleicbung ^ip = Q. 
'Zu beachten ist aber, daß nicht beliebige Lösungen u nnd v der 
partiellen Differentialgleichung A gi = als reeller und imagin&rer 
Bestandteil einer Funktion v> der hier betrachteten Art gewählt 
werden können. Denn die Bedingungen (2), denen u und v zu 
genügen haben, sind enger als die aus ihnen abgeleiteten Glei- 
cbujigen (3). In der Tat ist auch durch (2) die Funktion v bis 

Lavtnt: Kontomia AbbUdug. t 
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auf nne rMUe KooBtante bestimmt, wenn die Funktion u als 
Losung der Gleichung Au — schon bekannt ist Denn ans der 
Darstellnng 

oder nach (3) 

(4) d.--|^d. + |->i, 

ist ersichtlich, dafi das Differenttal der gesuchten Punktion v toU- 
st&ndig mit der ESinktion u mitbestimmt ist. Der Ausdruck (4) 
ist ein totales Differential, da die Int«grabilitätsbedingnng die 
Form Au — hat, also erftlllt ist. . 

Wenn die beiden reellen Funktionen u, v der reellen Verftn- 
derlichen x, y die Gleichung (l) ideutisch erftlUen, so setzt man 
abkürzend : 

(5) w'~ u{z,i,) + iv Qc,y) = fix + is), 

und nennt u) eine analytische Funktion von e^ x -{- i^. Nimmt 
man z. B. ein komplexes Polyom in e, dessen Wert jo nach den 
obigen Eechenregeb gefunden wird, so wird w = /"(«) eine solche 
analTtische Funktion. 

Die weitere aus (2) gezogene Folgerung 

<•ß^ ^ ££ 4. ^ ^ -. O 

gestattet eine einfache geometrische Deutung, wenn man bedenkt, 
daß die in der {x, y)- Ebene gezeichneten Kurven u{x, j) — const, 
t)(x, jf) — const im Funkte (x, y) Tangenten mit den Richtungs- 
faktoren — ä^ ■ ä^ luid —-^'g^ haben. Die Gleichung (6) be- 
sagt, daß die beiden Kurvenscharen m = const und o — const sich 
rechtwinklig schneiden (Orthogonalitlltsbedingung). Nach 
der Herleitung ist das übrigens selbstverständlich, da die beiden 
Systeme u = const, v ^ const in der w-Ebene zwei Scharen von 
Geraden darstellen, die den Achsen parallel laufen; diese s.ber 
durchkreuzen sich unter rechten Winkeln, und deshalb gilt das- 
selbe von ihren Bildern iu der «-Ebene. 

Da beim Übergang von der «-Ebene zur to-Ebene die Winkel 
erbalten bleiben, beißt die Abbildung winkeltreu oder isogo- 
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aal. Einem unendlich kleinen Dreieck in der einen Eben« ent- 
spriclit wegen der Winkelgleichheit ein unendlich kleines ähn- 
liches Dreieck der andern Ebene. Wir können daher auch von 
einer in den kleinsten Teilen ähnlichen Abbildung oder 
mit GauB von einer konformen Abbildung reden. 

Endliche Gebiete brauchen nicht ähnlich zu sein, weil der 
UaBstab sieb von Stelle zu Stelle Sndert. Die allgemeinste kon- 
forme Abbildung, beider dasAbbüdungsverhältnis tiberall gleich 
bleibt, ist leicht za bestimmen. Kach (l) ist das Quadrat des 
VergrCBeningsverhältnisses : 

Seine Konstanz ergibt 



a' 

x' dxdy'^ dy 



oder 
Die beiden Gleichungen sind in ^ , -5- homogen und linear. 



5 - — 0, also M — eonst, und ebenso ergibt sich v =^ const, mit- 
hin auch w -= const; oder aber: 

3ar'3y' \dxdyl "' 
Der erste Fall liefert überhaupt keine Abbildung, im zweiten ist: 

Mithin wird 

u = ax — hy -\- c 

und auf Grund von (2) oder (4): 

i; = 6a: -f <iy + d, 
worin d, b, c, d reelle Konstanten sind. Schließlich wird 
^ = « + ;^ = r«-)./6)« + {c + dt). 
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Die Annahme eines überall konstanten VergröBerangsverhalt- 
Bisses liefert also als allgemeinste auch im Großen ahnliche Ab- 
hildnng die Transfomiation der 2-Ebene durch eine lineare ganze 
Fnnktion. Sie ist schon im ersten Abschnitt behandelt, aber noch 
nicht als Abbildung gedeutet worden. 

4. ETlSatemngen und ErgänKODgeo. Die wichtigen Aus- 
sagen der vorigen Nummer wollen wir anhangsweise durch einige 
Bemerkungen erlKutem. 

a) Für die in Nr. 2 mit Z^=X-\-iY bezeichneten (nicht ana- 
lytischen) Funktionen a; -|- 2iy und x -f- i-'t/ sind die Cauchy- 
Biemannschen Differentialgleichungen nicht beide erfüllt. Daher 
sind die durch Z vermittelten Abbildungen nicht konform. Die 
I''unktionea Z sind komplexe Funktionen der reellen Variabein 
af, j/ und nicht analytische Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen e. Im ersten Beispiel entsprechen sich z. B. die ^u den Dia- 
gonalen parallelen Sehnen beider Rechtecke (Fig. 5), Offenbar sind 
die entsprechenden Schnittwinkel im allgemeinen verschieden groß. 
Auch erkennt man für u = x, v -^ 2i/, daß der Quotient 

. _ il^\' 'J- 

dw dx-\-ixdy 






keinen von der Neigung ^— des Elementes de unabhängigen Wert 
besitzt Dasselbe gilt für den absoluten Betrag 



'V. 



[de ! {dx+idy V dx' + Äj;*" | 

Auch im zweiten Beispiel sieht man den nichtkonformen Charakter 
sofort ein. In der Kreisebene schneiden sich (Fig. 6) die Strahlen 
des Büschels and die konzentrischen Kreise rechtwinklig, die ent- 
sprechenden Linien, das Strahle nhüscfael und die Schar ähnlicher 
Ellipsen sind dagegen nicht orthogonal. ' 

Auch die Abbildung im dritten Beispiel ist nicht konform. 1 
Denn zieht man auf der Kugel durch einen Punkt P zwei Linien- ' 
elemente, eines in Richtung des Meridians, eines in Richtung des | 
Farallels durch P, so wird das zweite in wahrer Größe projiziert ' 
(Maßstab 1 : l), während das erste um so mehr verkürzt erscheint, i 
je näher P dem Äquator liegt. 
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b) Setzt man « = ^ , v = x* + 2y*, so eind die Parabeln 
M «■ const und die Ellipsen t> — coust orthogonale Eurvenscharen, 
vreil die OleichuDg (6) erfOllt ist: 

^^ i^ ,Su dv _ *** _ 4»* _ 

dxSx'^'ds dy~ y v~ ~ 
Die durch u '\- %v vermittelte Abbildung ist trotzdem nicht kon- 
form, weil den Gleichungen (2) nicht genögt wird, ja nicht ein- 
mal den Gleichungen Au ~ 0, Av = 0. 

c) Die Funktionen M = a' — y* und v' = — ,J[ -, genügen 
beide der Laplaceschen Differentialgleichung, und doch ist u-\-%v' 
keine analytische Funktion von x, weil die Gleichungen (2) nicht 
ertnilt sind. Ans der Funktion u fiodet man mittels der Glei- 
chungen 

daß V — 2xy ■\' c (c reell und konstant) ist; ebenso gehört zu v 
die Funktion «'= —i—, — ; + c als reeller Bestandteil der analy- 
tiscbea Funktion 

«. =« +»p = -j-p-j -I- c — ^q;;^ + C — 7 + C- 

Anch « = « + iti=a!' — y*+ 2»a:y -^ ci = {x -\- iyf + et 

-^ + .i 

ist als analytische Funktion von e erkennbar. Durch w und durch 
w' werden konforme Abbildungen vermittelt. 

d) Als Kennzeichen einer konformen Abbildttng kann der Satz 
gelten: 

Durch die Funktion w — « + tv wird dann und nur dann die 
^Ehene konform auf die tc-Ebene abgebildet, wenn der durch die 
Geraden x =° const und y •» const bewirkten Einteilung des f - 
Gebiets in unendlich kleine Quadrate auch in der w-Ebene 
ein Netz von unendlich kleinen Quadraten entspricht 

Daß diese Beziehung notwendig ist, liegt schon im Begriff 
der konformen Abbildung. Es ist noch zn zeigen, daß die in dem 
Satz aasgesprochene Korrespondenz für die Funktionen u imd v das 
Bestehen der Cauchy-Kiemannschen Differentialgleichungen 
nach sich zieht. 
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Es sei z ein Gitterponkt des quadratischen Netzes der s-Ebene, 
dx = dy die Länge der Seiten eines der Quadrate (Pig. 8). Das 
Differential 



' + ai''» + #>- + f;'") 






















erlifilt beim Fortschreiten von «zu z-\-dx bzw. e -(- idjf -= a + idx | 

die Werte I 

"«'.-(8-:+ 's-:)"', "«.-(li+'r;)"- j 

Nach der Voraussetzung geht i 
aber dte^ aus dto^ durch eine 
Drehung von 90' in positivem 
Sinne um den Punkt w hervor. 
Die Gleichung rfwj=idM'i liefert 
Fig. 8. gerade die Cauchy-RiemanD- 

schen Gleichungen. i 

Bei der Abbildung unter b) würde den quadratischen Feldern 1 

der w-Ebene eine Einteilung in Rechtecke der £-Ebene entsprechen. . 

e) Sämtliche Schlüsse der vorigen Nummer werden hinfallig I 
für diejenigen Punkte z, wo der Differentialquotient j— gleich 
Null oder unendlich wird. Denn dann wäre das Abbildungsver- 
hältnis bzw. oo; von einer Ähnlichkeit zweier Dreiecke mit ver- ' 
schwindendem oder unendlich großem Seitenverhältnis zu reden, ist \ 
aber sinnlos. Die Punkte «, wo wegen -j— = oder t- = oo die 1 
Konformität der Abbildung nicht gewahrt ist, heißen singulare ji 
Punkte. Funktionen, in denen Singularitäten vorkommen, von j 
der Betrachtung auszuschließen, ist nicht angängig, da ja dann | 
schon so einfache Funktionen wie e*, In e, — , ausgeschieden wür- 
den, deren Ableitungen für « =— bezüglich Ü, oo, oo werden. Im 
Gegenteil spielen gerade die singulären Punkte beim Studium der I 
analytischen Funktionen eine überaus wichtige Rolle, die die Be- ^ 
handlung dieser Stellen in einer besondem Nummer rechtfertigt. i 

f) Wird durch die analytische Funktion w = f{s) das Gebiet (s) 1 
in den kleinsten Teilen ähnlich auf das Gebiet (w) abgebildet, so 
kann auch (?) als konforme Abbildung von (w) betrachtet werden; | 
der tibergang von der w-Ebene zur a-Ebene wird durch die in- i 
verse Funktion e = rp(w) von u- geleistet. Da die Werte von j 
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^j— =■ f{z) and T— = •pi^io) reziprok sind, so verBChwindet die 
eine Ableitung, wo die andere unendlich wird. Die beiden Glei- 
chungen f(e) -= und f{B) = oo (oder <p'{w) = oo, (p'{v>) = 0) 
liefern die singulären Punkte fttr die Abbildung der s- auf die 
«i-Ebene oder umgekehrt, je nachdem man sie als BestUnmongs- 
gleicbtmgen für g oder w auffaßt. So ergibt sich z. B. ans 
fpS — (e — a){is — V) der Wert 



'-¥ y.M±" 



an« 

(! = 0, w = ± " j~" • i als ain- 



FOr die Abbildong auf die u-Ebene resp. z-Ebene sind die Punkte 



gnlär anzusehen. 

g) Bildet man den Bereich {zj auf den Bereich (to) und diesm 
wieder auf den Bereich (t) der J-Ebene konform ab, so ist zu- 
gleich die konforme Abbildung des Bereichs (e) auf (f) gewonnen. 
Des geometrischen Gewandes entkleidet, lautet dieser Satz: 

Ist t eine analytische Funktion von w und w eine analytische 
Funktion von z, so ist auch t eine analytische Funktion von e 
oder kürzer: Eine analytische Fnnktion einer analytischen Funk- 
tion ist wieder eine analytische Funktion. 

Wegen der Beziehung j~ = i~ ■ j " sind bei der Abbildung 
von (e) auf {t) die singulären Punkte der beiden nacheinander 
ausgeführten Abbildungen zu beachten. 

Drittes Kapitel. 
Spezielle Abbildnngsanfgabeii. 

5. Emiges über die Form und die Eigenschaften der 
abbildenden Funktionen. Die Funktionen to von z, die die kon- 
forme Abbildung der beiden Ebenen aufeinander vermittelQ, sind, 
wie wir bereits gesehen haben, analytische Funktionen, deren 
allgemeinen Begriff Weierstraß an ihre analytische Darstellung 
durch Potenzreihen geknüpft hat. Es wird nützlich sein, hier au 
einige grundlegende Definitionen, Satze und Vorstellungen der 
Funktionentheorie z 
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Hau B&gt: eine Funktion, die in der Umgebung des Punktes 
« — «0 dur^ die konvergente Potenzreihe 

(1) »_„„-f-a,(«-^o) + s(«-eo)*+--+a,(^-üo)' + -- 

dai^estellt wird, verhält sich an der Stelle e-^e,, regulär. 
Di« Funktion w —■ Wg wird an der Stelle « = üq Null von 
der B*™ Ordnung oder besitzt die «-fache Nullstelle z = f^y 
wenn flj -• Oj "=•■• = a,_i ^= 0, aber o„ von Null verschieden 
ist. Wenn w unendlich groß wird fllr e = «(,, ist eine Darstellung 
in der Form (l) nicht möglich, wobl aber in einer Gestalt, wo 
negative Potenzen von (e — le:,,) auftreten. Dabei kann es vor- 
kommen, daß die Glieder, die Potenzen mit negativen Exponenten 
enthalten, nur in endlicher Anzahl auftreten: 

^^^ "~(^- "^ (J^t?'^''*""''"'"^ +«.+«,{.-«.)+■■■ 

Man sagt dann, der Punkt ; — 2g ist ein Unendlicbkeitspunkt 
oder Pol n*" Ordnung der Funktion iv, wenn w ■ (j5 — 4)' für 
lim B = «0 endlich und von Null verschieden ist. Der Pol ist ein 
außerwesentlich singulKrer Punkt, im Gegensatz zu den 
wesentlich singulären Punkten, in denen die Funktion ein kompli- 
zierteres oder unbestimmtes Verhalten aufweist, wie z. B. die 

Funktion e' für t — O, deren Entwicklung (2) nach links nicht 
abbricht, oder löge fttr « = 0, 

Konvergiert die Reihe (l) für einen Wert «j von z — r^, dessen 
absoluter Betr^ | «, | •— r ist, so konvergiert die Beihe absolut im 
Innern des um den Punkt e ~ e^ mit dem Radius r beschriebenen 
Kreises. Divergiert die Reihe für e^, so gilt das gleiche für alle 
Punkt« g außerhalb des Kreises |b — e^] -= |e, |. Wenn also (l) 
eine konvergente Potenzreibe definiert, so konvergiert die Reihe 
entweder für jeden im Endlichen gelegenen Punkt e — die Reihe 
stellt dann eine ganze transzendente Funktion dar — oder 
das Konveigenzgebiet ist ein Ereb, der die inneren Punkte der 
Konvergenz von den äußeren der Divergenz trennt. Über das Ver- 
halten der Reihe auf dem Konvergenzkreis kann allgemein aus- 
gesagt werden, daß auf der Peripherie mindestens ein Punkt liegen 
muß, der für die Funktion als Singular zu betrachten ist. Als 
Beispiel einer ganzen transzendenten Funktion sei angeführt: 
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(3) „_^_i + i +i:+j; + .^. 

Die Beihe 

(4) ■ w = 1 +« + «* + «>+■■ ■ 

koDTergiert dagegen nur im Innern des Hinheitskreises, d. h. ffir 
I 2 [ < 1 . Der Punkt 2 -= 1 ist singulär. Eine analytianhe Funk- 
tion verliert aber nioht notwendig ihre Bedeutung jenseits der 
Grenze der Konvergenz der sie definierenden Reibe. Vielfach 
läflt aicfa der Definitionabereicb durch analytische Fortsetzung 
über den Konvergen zkr eis hinaus erweitem. Die Beibe (4) stellt, 
solange aie konvergiert, die Funktion tz^ ^*r. Die Funktion 
w — ——- hat in allen Punkten der r-Ebene einen woblbestimmten 
Sinn (außer fOi e =• l), auch in den Punkten | 2 | >- 1, wo die 
Darstellung der Funktion durch die Reihe (4) wegen der Diver- 
genz versagt Die Entwicklung (4) gilt nur in der Umgebung 
der Stelle z -= 0. Die Funktion w aber gestattet auch in der 
Umgebung jeder regulären Stelle «o(«j + l) eine nach Potenzen 
von (jB ~ £(,) mit positiven ganzen Eiponenten fortschreitende 
Reihenentwicklung : 



(4a) 



1-. (l-.,)-(.-^) 1- 



■rh.-b 



Die Konvergenz der Reihe ist au die Bedingung : 
I « — 21, 1 < I 1 — jüj I gebunden. Da aber 
\e — «ft I und 1 1 — 2o I die Abstfinde (Fig. 9) 
des Punktes f^ von dem Paukte x bzw. dem 
singularen Punkte 1 bedeuten, so konver- 
giert die Beibe (4a) in einem Kreise um 
2 — 2g, der bis zum siugnlären Punkte 
reicht. Die beiden Eonvergenzkreise (um 
2 = und 2 — 2g) haben ein FlScbenstQck 
gemeinsam, wenn 2o nicht gerade reell > 1 "*■ *• 

gewählt vrird. Für einen Punkt 2 dieses Gebietes ergibt die 
Reibe (4a) denselben Wert wie die Beibe (4), nämlich -— ■ 
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Die KU dem Beispiel skizzierten Gedanken haben für Pot«oz- 
reiben Bllgemeine Bedeutung. Ist der Bogen AB (Fig. 10) des 
Konvergenzkreisea einer nach Potenzen von {z — ?„) fortschreiten- 
den Potenareihe frei von Singularitäten, so kann in der Um- 
gebung des Punktes e^, der im Innern des Kreises, aber dem Bande 
AB hinreichend nahe gewählt wird, die durch die Beibe definierte 
Funktion nach dem Taylorschen Satze als eine Fotenzreihe dar- 
gestellt werden, die nach Potenzen von (g — a^ fortschreitet. Der 
Konvergenzkreis reicht wegen der vor- 
ausgesetzten Eigenschaft der Funktion 
längs AB Über das erste Konvergenz- 
gebiet hinaus. Die zweit« Beihe stellt 
in dem gemeinsamen FlächenstQck der 
überein andergreifenden Kreise die ur- 
sprüngliche Funktion w dar, in dem 
auQenliegenden Teil des zweiten nimmt 
sie Werte an, die nach Definition als 
Werte derselben Funktion indem 
erweiterten Gebiet betrachtet werden. 
Die Berechtigung, die durch den an- 
gegebenen Prozeß gewonnenen Funk- 
tionenwerte nichtals Werte einer neuen, 
'^^ '"■ sondern als Fortsetzung der Stamm- 

funktion anzusehen, liegt darin, da8 die Erweiterung des ursprüng- 
lichen Geltungsbereichs über den Band hinaus nur auf eine Art 
vollzogen werden kann. Diese Aussage darf nicht mißverstanden 
werden. Es sei gelungen, die ursprüngliche Beihenentnicklong, das 
gegebene Funkiionenelement, durch wiederholte Anwendung 
des Verfahrens über ein Gebiet hin fortzusetzen, das in seinem 
Innern den Punkt c enthält (Fig. 10). Nun ist es vielleicht 
mOglich, durch ein verschiedenes Vorgehen, auf anderem Wege, 
den Punkt c in den erweiterten Geltungsbereich der Funktion w 
zu bringen. Dann können zwei Fälle eintreten: 1. Die Potenz- 
reihenentwicklung für den Punkt c ist immer dieselbe, gleich- 
gültig auf welchem Wege er erreicht wird; oder 2. die Potena- 
reihe f^t verschieden aus, je nach der Art, wie man durch Fort- 
setzung des Funktionen elements zu dem Paukte c gelangt. Im 
ersten Falle heißt die Funktion eindeutig, in letzterem mehr- 
deutig. Jede vei-schiedene, in der Umgebung desselben Punktes 
sich ergebende Reihenentwicklung kommt einem besonderen 
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Zweige der Funktion zu. Verfolgt man alle Zweige nach allen 
Bdcbtangen bis an die Grenze, über die eine Fortsetzung nicht 
mehr möglich iat, so hat man ein Bild von der aus dem gegebenen 
Funttionenelement entspringenden analytischen Funktion. 

Weitere Definitionen, Lehrsätze und Möglichkeiten der Reihen- 
entwicklung sollen an geeigneter Stelle gegeben werden. 

Wie Biem an n in seiner klassischen Dissertation, Grundlagen 
für eine allgemeine Theorie der Funktionen einer ver- 
anderliehen kompleren Größe, Göttingen 1851, Ges. 
Äbhandl. S. 3 — 43, haben wir in NununerS die Funktionen einer 
komplexen Variabein durch die Cauchy-Biemannschen Diffe- 
rentialgleichungen erklärt. Es waren das gerade die Fujiktionen, 
durch welche die ;e:-Ebene konform auf die ui-Ebene abgebildet 
wird. Biem&nn rühmt namentlich im Hinblick auf einen all- 
gemeinen ÄbbilduDgsaatz seiner Methode nach, daß man mit ihrer 
Hilfe wertvolle Aussagen über die abbildenden Funktionen machen 
kann, ohne für sie einen analytischen Ausdruck aufstellen zu 
müssen. Hierzu ist jedoch dreierlei zu bemerken. 1. Eine auf 
den Eiemann sehen Grundlagen aufgebaute Funktionen theorie fällt 
(im Wesentlichen) mit der Theorie zusammen, die nach dem Vor- 
gange Weierstrafi' die durch Potenzreiheu definierten Funktionen- 
elemente, also durch analytischen Ausdruck festgelegte Funktionen 
benutzt. 2. Bei einer strengen Begründung der wertvollsten Er- 
gebnisse Riemanns können analytische Darstellungen nicht ent- 
behrt werden. 3. Bei der Behandlung spezieller Aufgaben kommt 
es naturgemäß gerade auf die Bestimmung des analytischen Aus- 
drucks an. 

Da Biemann seine sehr allgemein gehaltenen Darlegungen 
nur dem engen Kreise seiner Zuhörer durch Beispiele erläuterte, 
wfihrtees eine Weile, bis dieRiemannschen Ideen die Verbreitung 
gewonnen hatten, die ihrer hohen Bedeutung entsprach. Die Aus- 
bildung der Theorie der konformen Abbildung sowie ihre Belegung 
durch zahlreiche Beispiele ist in erster Linie H. A. Schwarz zu 
danken. Im 2. Bandeseiner gesammelten Abhandlungen finden 
sich mehrere Arbeiten vereinigt, die speziell diesem Gegenstand ge- 
widmet sind, und namentlich auch solche, in denen die firuchtbaren 
Abbilduagsmethoden zur Begründung einer Theorie des logarith- 
mischen Potentials herangezogen werden. Im 1. Bande des ge- 
nannten Werkes steht dasselbe HUfsmittel im Dienste fläehentheo- 
retischet üntersucbungen. Trotz mehrfacher ausgezeichneter Inter- 
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pretatdonen der Schwarzsehen Arbeiten hat die scbwierige Materie \ 

nur in bescfaränktem umfange Eingang in die Kreise derer gefun- i 

den, die aus geschickter Handhabung der Methode praktischen | 

Nutzen ziehen könnten. Unser Weg soll daher nicht in die Tiefe 1 
fnhreD, wir können hier auch nicht den reichen Inhalt dererwBhnten 

Arbeiten und anderer ausschöpfen. Wir wollen nicht Schätze . 

heben, sondern sie in Umlauf setzen. I 

6. Die lineare TraiiBformatioik (Homogimphle). Im ein- ' 

fachsten Falle hängen tc und e linear Toneinander ab: } 

W "'-^' «''-?i' + »' i 

Von den Konstanten n, ß, y, 6 soll y von Null verschieden voraus- 
gesetzt werden, da y =- auf die schon erledigte Ähnlichkeits- 1 
transfonnation w ^ az -{- b führt. Die Ähnlichkeit, das sei hier 
noch kurz erwähnt, folgt übrigens für drei zusammengehörige 
Wertepaare (w,e),namlichw^=-oej -1-6, Wj=airj-|-&, Wj— a«j-f-B, 
aus der Gleichung i 



die die beiden Dreiecke in der g- und to-Ebene nach dem ersten 
Ähnlichkeits s atz als ähnlich erkennen läßt. Die Ähnlichkeits- 
transformation ist die einzige lineare Abbildung, bei der sich die 
nneudlich fernen Funkte beider Ebenen (ü — oo , w — oo) ent- 
sprechen. Aus der allgemeinen Gleichung (l) ersieht man, daß 
dem Punkte 2 •» oo der Funkt w ^ — zugeordnet ist, n&farend 
w ^ oo das Bild von z — ist. Entsprechende Punkte sind 

weiter: der Nullpunkt der g-Ebene imd w = -^ sowie e = 

»,d,-0. ' 

Die allgemeine lineare Transformation (l) h&ngt von drei Eon- 
stanten ab, den Verhältnissen aißiy.ä-, denn die Transformation 
bleibt dieselbe, wenn a, ß, y, S ia demselben Verhältnis geändert 
werden. Die drei Konstanten lassen sich eindeutig aus den drei line- 
aren Gleichungen bestimmen, die man durch die Vorschrift erhält: 
den willkürlich gegebenen verschiedenen Funkten a,b,c der »-Ebene 
sollen die ebenfalls willkürlich gewfihlten Funkte w = Ä, B, C 
entsprechen. Weil es, wie gesagt, nur eine Transformation dieser 
Art gibt, kann man das Resultat sofort in der Form 
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V' tc — B'C— S a_6-c — b 

niederschreiben. Denn 

für Ä = o wird die rechte Seite 0, also w = Ä, 
„ 5 = 6 „ „ „ „ c», „ w = 5, 

» B = C >. » n M 1, „ !P-0. 

Jeder durch a und fi gehenden Linie entspricht eine Linie durch 
A nud B. Es sei nun e ein Punkt auf dem Bogen acb des durch 
d, Ii und c gehenden Kreises, während mit 
e' ein Punkt des Ergänzungsbogens ab be- 
zeichnet werden soll. Der Perjpheriewinkel 
aeb sei b (O < c« < «) (Fig. 11). " 
wird das Argument von i-_~ gleich — a, 
da (fi — a) durch eine um « erfolgende Dreh- 
ung et in negativem Sinte in die Kichtung von 
(« — e) gelangt. Ebenso ist arg , _ = — ce, 
ao daß das auf der rechten Seite von (2) '"'"■ "' 

stehende Doppel Verhältnis eine positive reelle Größe wird. Analog 
ergibt sich der Wert dieses Doppel Verhältnisses fOr einen Punkt z' 
als negativ reelle Größe, da aus den Gleichungen 




"es 



"8» 



als Argument des Quotienten ein Winkel von 180" folgt. Ist 

umgekehrt r^— ' . reell,-so müssen die Argumente des Zählers 

und Nenners gleich sein oder sich um m unterscheiden; dann aber 
liegt auf dem einen oder andern Bogen ab des Kreises durch 
ö, 6, c. Also: 

L Die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für, daß s auf dem Kreise durch a, b, c liegt, ist die Re- 
alität des Doppelverhaltnisses 

Gleichzeitig mit (a,b,s,c) hat aber nach (2) auch das Doppel- 
verhältnis (A, B,K, C) einen reellen Wert, so daß den Punkten 
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1 



des EreiBes (a, b, c) demnach die Punkte des Kreises {A, B, (T) 
der w-Gbene entsprechen. Ea gilt auch allgemein der Satz: 

n. Bei linearer Transformation besteht zwischen den 
beiden transformierten Ebenen Kreiaverwandtschaft in 
dem Sinne, daß Kreise der ^-Ebene Kreise in der w-Ebene 
za Bildern haben. Dabei sind die Geraden als Grenzfälle 
mit zu den Kreisen zu rechneu. 



Denn ist h ein beliebiger Kreis in der «-Ebene, und sind a, b\ c 
drei beliebige Punkte auf ihm, so entsprechen diesen die aus (3) 
zu berechnenden Punkte A', B', C' der w-Ebene. Charakterisiert 
man nun die Beziehung der beiden Ebenen zueinander durch die 
Korrespondenz der Punkte a', b , c' und A', B\C , so kann man 
die Transformaüonsgleiohung (3) durch die gleichbedeut^ode andere 
ersetzen, die sich aus (2) ergibt, wenn man an Stelle von a, 6, c, 
A, B, C die gestrichenen Größen einführt. Die Überlegimgen, die 
den Satz I ergaben, zeigen jetzt, daB dem beliebigen Kreise k der 
«-Ebene wieder ein Kreis in der w-Ebene entspricht. 

Insbesondere geht die Kreisscbar durch zwei feste Punkte <* 
und b (Fig. 12) in eine Schar von Kreisen mit gemeinsamer Sebna 
AB über. Eine zweite Kreisschar der Ebene e ist durch 
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*" const 



definiert, da | £ — a | UDd 1 2 — fr | die Entfernungen des Punktes S 

von den Grundpunkten a und h bedeuten , der geometrische Ort 

eitles Punktes aber, dessen Äbstands Verhältnis von zwei festen 

Punkten koDstaut ist, ein Ereiä ist. Diesen Kreisen sind die Kreise 

_ p = const zugeordnet. 

ni. Die soeben betrachteten Kreisscharen 

arg I - ^ t ) =■ const und ! — _ - _ v | = const 

schneiden sich rechtwinklig. 

Zum Beweise bilden wir die a-Ebene auf die Ebene der kom- 
plesen Tariablen t durch eine lineare Funktion konform ab, so 
daB den Funkten a und c die Punkte t = a, t^y, dem Funkte b 
aber der ins Unendliche gerückte Punkt ß entspricht: 

Die erste Kreisschar arg I _ j =- const geht in das Strahlen- 
hflsohel arg (( — «)" const mit dem Mittelpunkt <x über, wahrend 
der zweiten Schar das System der um ^ = a beschriebenen kon- 
zentrischen Kreise [(— o:| =- const entspricht. Die beiden Kreis- 
scharen der f- Ebene (von denen eines in eine Geradenschar aus- 
geartet ist) schneiden sich rechtwinklig, folglich sind auch die 
Originale der e-Ebene orthogonale Kreisscharen. Natärlicb bilden 
auch die beiden Kreisscharen der w-Ehene als konforme Abbilder 
deijenigen der a-Ebene ein Orthogonalsystem. 

Am Anfang der Nummer haben wir den Satz erhalten: 
rV. Zwei Kreise lassen sich stets und nur auf eine Art 
durch eine lineare Funktion konform so aufeinander ab- 
bilden, daß drei wilikürlich gegebenen Punkten der Pe- 
ripherie des einen Kreises drei beliebig vorgeschriebene 
Punkte auf dem andern Kreise entsprechen. 
Ihm stellen wir den weiteren Satz an die Seite: 
V. Ein in ders-Ebene gelegener Kreis läBtsich stets 
und nur anf eine Art auf einen in der w-Ebene gelegenen 
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Krete darch eiDe lineare Funktion konform abbilden, 
wenn dem beliebigen Randpunkte i; = a der Bandpunkt 
tr"- J und dem beliebig gegebenen inneren Punkte e^x^ 
der innere Punkt w~w^ entsprechen aoll. 

Bei jeder linearen TransformatLoa gehen nämlich die darch 
£ — o und e — .fffl gelegten Kreise in Kreise durch w = A und 
w = W( über. Insbesondere ist dem Kreise durch e=^a und z =• e^, 
der den gegebenen Ereis rechtwinklig scbneidet (Fig. 13), der zu 
dem Kreise der w- Ebene gehörige Orlhogonalkreis durch w = A 
und tf <-> Wg zugeordnet. Da sich auch die beiden gegebenen 
Kreise entsprechen sollen, sind auch die zweiten Schnittpunkte 
2 = 6 und W'^ S jedes Kreises und seines 
Orthogonal kreises entsprechende Punkte. 
Durch die Punktetripel a, h, z^ und Ä, B, 
Wq ist nach dem vorigen Satz eindeutig 
eine lineare Funktion bestimmt, und die 
durch sie vermittelte Abbildung erfüllt 
alle Forderungen des Satzes V. Die 
Punkte b und B können durch Zeichnung 
oder Becbnungbestimtnt werden Übrigens 
dürfen in der Aussage des Satzes V an 
Stelle der beiden inneren Punkte zwei 
äußere oder ein innerer und ein üuBer^r 
""■ "■ Punkt treten. 

Richten wir nun unser Augenmerk auf entsprechende Flächon- 
st&cke der e- und w-Ebene. Im Beweise des Satzes V ist ein tCreia 
(oÖ2g) benutzt worden. Dieser Kreis wird von dem gegebenen 
Kreise (e) imd allen anderen Kreisen einer durch ihn bestimmten 
Schar senkrecht geschnitten. Zu der Schar gehört der unendlidi 
Meine, sich auf den Punkt b^ zusammenziehende Kreis. LsBt man, 
mit diesem kleinsten beginnend, den Kreis immer größer werden 
und alle Kreise der Schar durchlaufen, bis der Kreis durch a geht 
und mit dem gegebenen zusammenfällt, so wird das ganze Innere 
des Kreises («) aberstrichen. Wegen der Stetigkeit der Abbildung 
erfüllt die Gesamtheit aller Bildkreise der w-Ebene dann gerade 
■das ganze Innere des gegebenen Kreises (w). Die Änderung geht 
dabei so vor sich, daß alle Kreise der den Kreis (ABw^ recht- 
winklig schneidenden Schar von dem unendlich kleinen, mit w^ 
identischen Kreise an bis zu dem Kreise (w) durchlaufen werden. 
Jtei der Abbildung, die die Bedingungen des Satzes V liefern, wird 
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daher dos Innere des Kreisee (/) auf dos Innere des Kreises (vi) 
konform abgebildet. Gleichzeitig werden auch, wie man bei wei- 
terem Wachsen der Ereise der Schar bis ins Unendliche erkennt, 
die Aoßenflächen aufeinander bezogen. (HBtte man tCg als äußeren, 
«o als inneren Ponkt eingeflllni, so würden sich das Innere des 
einen und das Äofiere des andern Kreises entsprechen.) 

Auf oinen Funkt tob fundamentaler Bedeutung wollen wir 
noch im Anschluß an die im Satze IV enthaltene Abbildung hin- 
weisen. Durchlauft man den Kreia {a, b, c) im Sinne des Uhr- 
zeigers, so bleibt das Innere des Kreises zur Beohten, das Äußere 
zur Linken. Man sagt, ein von einer Eandlinie begrenztea Flüchen- 
stttck werde im mathematisch positiven Sinne umlaufen, 
weun bei der Fortbewegung längs des Bandes das Innere des 
Gebiets links bleibt. Ein Umlauf um einen Kreis im Uhrzeiger- 
sinne ist also fOr das Äußere des Kreises positiv, ftlr das Innere 
negativ. Wir wollen die Abbildung des Innern des Kreises (a, b, c) 
oder (e) verfolgen und denken uns zu dem Zweck die Bezeichnung 
der Bandpunkte so gewShlt, daß der durch [abcä) bezeichnete. 
Umlaufssinn positiv ist. Dorch die Abbildung des Satzes IV wird 
nun das Innere des Kreises (z) derjenigen Pl&che der w-Ebene zu- 
geordnet, für die der Umlaufssinn (ABOÄ) ebenfalls positiv ist, 
also auf das Innere des Kreises (w), wenn die Punkte Ä, B, C in 
demselben Sinne aufeinanderfolgen wie die Punkte a, i, c (ent- 
gegengesetzt dem Uhrzeiger), auf das Äußere, wenn der Dreh- 
sinn {Ä, B, G) nicht mit (a, &, c) Ubereiustinunt. Die Bichtig- 
keit der Behauptung ist leicht einzusehen, nachdem schon erkannt 
worden ist, daß das Innere des Kreises (e) bei der linearen Ab- 
bildung entweder dem Innern oder dem Äußern des Kreises (w) 
entspricht. Beim Umkreisen des Gebietes (z) in positivem Sinne 
fllhrt nSmlich ein Abbiegen nach links um 90* sicher in das Innere 
des abzubildenden Gebietes. £iner solcheu Drehung aber ent- 
spricht wegen der Konformität der Abbildung in der u^Ebene eben- 
falls ein Abschwenken nach links um denselben Winkel, und da- 
durch ist das „Innere" des abgebildeten Gebietes als links von der 
Raudlinie liegend nachgewiesen. 

Von den „Kreisgebieten" heben wir zwei als besonders be- 
merkenswert hervor: den Einheitskreis mit dem Mittelpunkt j? = 
und dem Radius 1 und die Halbebene, deren geradlinige Begrenzung 
als Kreis mit unendlich großem Badius angesehen werden kann. 
Der Satz IV liefert die Abbildung eines Kreises auf eine Halb- 
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ebene, wenn A, B und C in gerader Linie angenommen werden, 
und umgekehrt die Abbildung einer Halbeb«ne auf einen Kreis, 
wenn a, h und c in einer Geraden liegen. Fsllt die Begrenzung 
der Halbebene mit der Äcbse des Beeilen zusammen, so spricht 
man von der positiven oder negativen, auch oberen oder 
unteren Halbebene, je nachdem die Punkte im Innern der 
Halbebene einen positiv oder negativ imaginSren Bestandteil be- 
sitzen. 

Soll der Einheitekreis so auf die positive Holbebene abgebildet 
werden, dalt seinen Bandpunkten 2 =— 1 , t, — 1 die (im gleichen 
Sinne aufeinander folgenden) Pimkte w = 0, 1, 00 entsprechen, 
so erhltlt man: 

Die Punkte e^ — i und tc ^ — 1 gehören hiernach zusammen, 
und man erkennt, daß der innere Punkt « = in den inner- 
halb der positiven Halbebene gelegenen Punkt w = -j- t trans- 
formiert wird. Allgemein ergibt sich aU Bild des ii 

« — re**(r<l): 



l + ref l+rcosqj + ir 

(1 — r eoB y — tf Hin y) (1 -j- r e( 



(1 + r COB g.)' + r 



1 -J-2rcoaq)-f-r* l + 2r coa qj + r'~ l + 2r eoigi + r'* 

also in der Tat ein Wert, der fär r < 1 einen positiv imagi- 
nären Bestandteil enthSlt. Für die Punkte der Peripherie r = 1 
wii-d w natürlich reell: 



■* 2(H-cOBv) ** 2 

Auch hieraus eraieht man, daß der obere Halbkreis (O ^ 9J < 11) 
auf den positiven Teil der Achse des Beeilen abgebildet wird, da- 
gegen der untere Halbkreis mit n ^ 9 < 2 jt auf die Achse der 
negativ reellen w. 

Sollen Einheitskreis and positive Halbebene so aufeinander 
abgebildet werden, daB 

K= l,-i, — l in W-- 1,0, 1 
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übergehen, so erhält man die involutorische Abbildung 

involutoriBch, weil w dieselbe Funktion von z ist wie t von u>, oder 
besser, weil die Beziehung 

W2 + iw + te + 1 = 

in bezng auf e und w symmetrisch ist. 

Fdr die durch die allgemeine gebrochene liDeare Funktion 
vermittelte Abbildung wird manchmal der Name Transformation 
mittelst reziproker Radien gebraucht. Die Benennung hat 
folgenden Grund. Von der allgemein- 
sten Beziehung 

OT " „■ + « 

oder der.'damit identischen 



-(«•-f) = 



gebe mau durch eine Ähnlicbkeits- 
transformation der w'- Ebene nach der Gleichung: 




-(»'-f)- 



und durch die Parallelverschiebung e = e' •\- ~ 
zu behandelnden Gleichung 



über. Hiemach entspricht dem Punkte ^ = r • e*" (Fig. 14) der 
Punkt w = — f~f*, zu dem man durch zwei nacheinander ausge- 
fOhrte Konstruktionen gelangt: l) durch Spiegelung des Punktes £^ 
am Einheitakreis (Inversion), d. h. Bestimmung desjenigen Punktes 
— c*', der mit e ~ ref' auf demselben Radius liegt, dessen Ent- 
fernung von aber — ist, und 2) durch ümlegung der Win- 
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kel (oder Spiegelang des dorob 1} gewonnenen Punktes au der 
Achse des Reellen), d. i. Übergang vom Punkte — f*"^* zn 
~e~**. In der Geometrie und in Tbomsons Theorie der 
„elektrischen Bilder" heißt die erste Operation für sich 
Transformation mittels reziproker Radien. 

In der allgemeinen Transformation (3) wird der Punkt 

«'— , der ins ünendlidie rBokt, der Mittelpunkt oder 

Pol der Transformation genannt. Alle durch ihn gehenden 
Kreise gehen bei der Abbildung in Gerade über. 




7. Der Übergang zur Kugel durch atereographisohe 
Projektion. Bei dieser schon am Schluß des I. Kapitels kurz er- 
wähnten Projektion werden die Punkte £ = a; + ty der «-Ebene 
und die Punkte (|, rj, t) der Kugel eindeutig aufeinander bezogen. 
Den S&dpol der Kugel — um in dem früher gehrauchten Bilde 
zu bielben — legen wir in den Nullpunkt der e-Ebene, und 
den Durchmesser wBhlen wir zur LBngeneinfaeit (Fig. 15). Der 
vom Kordpol (/ ausgehende Strahl nach dem Punkte P^K trifft 
die Kugel in dem (von f verschiedenen) Punkte 17^ (S, ij, £), 
der als stereographische Projektion von e angesehen wird. Den 
grßßten Kreisen durch 0', den Meridianen i; : | = «, entsprechen die 
Strahlen jfzx^a durch 0, nämlich die Schnittlinien der M^dian- 
ebenen mit der e-Ebene. Ea gilt also die Gleichung i] : | — 3f : x 
oder 

(1) l-aa;, 13- iy 

mit dem noch unbestimmten Faktor il. Den Breitenkreisen t=- conat 
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entsprechen die konzentriachen Kreise mit dem Mittelpunkt 

r '^Yx' + y' = couät, 
und zwar folgt aus ähnlichen Dreiecken: 

oder, da noch (|, i], i) als Koordinaten eines Kugelpnnktes der 
Gleichung 

i' + v-«i-t) 

(2) «.+j,._,._-?-^. 

Aus (l) und (2) ergibt sich A — — ^ , also schließlich: 

Umgekehrt berechnen sich die Koordinaten des Kugelpunktes aus 
denen des Punktes 2 nach (2) und (3): 

(3.) i-rfp, .-r+-,.. t-r^.- 

Die erst« wichtige Eigenschaft der Abbildung sprechen wir 
aus in 

Satz I: Die durch stereographische Projektion aufein- 
ander bezogenen Flächen, Kugel und Ebene, sind kreis- 
verwandt. 

Denn ein Kreis der Kugel ist der Schnitt der Kugelfläche mit 
einer Ebene 

a| + (>, + c£ + d =- 0. 

Den an diese Bedingung geknüpften Kugelpunkteu entspricht 
nach (3a) der Kreis: 

(e + d)(x' + y^ + ax+bt/ + d^O. 
Da bei passender Wahl der Konstanten diese Gleichung jeden 
Kreis der 2-Ebene darzustellen fähig ist, ist Satz I bewiesen. 

Satz II: Die atereographische Projektion ist eine 
konforme Abbildung. 

Wir haben zu beweisen, daß bei der stereographischen Pro- 
jektion zweier beliebigen durch den Funkt 11 gehenden sphärischen 
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Kurren der Schnittwinkel erliKlten bleibt. Es genfigt dabei, den 
Beweis für solche Winkel zu fahren, deren einer Schenkel der 
Meridian durch 77 ist; denn jeder Winkel kann als Samme oder 
Differenz zweier Winkel dieser besonderen Art angesehen werden. 
Wir nehmen beim Beweis auf die in Eav&Uerperspektive ge- 
zeichnete Fig. 15 Bezug, wo die Ebene des einen Schenkels, 
des Meridians, Frontebene ist. Die Tangenten IlT und 118 au die 
sphärischen Eurren schließen den abzubildenden Winkel ein. Sie 
liegen in der zum Meridian senkrechten Tangentialebene HST, 
IlT auch in der Frontebene. Die Projektion des Winkels TTI8 
auf die ^-Ebene ist ^ TP8, wenn P das Bild tod 77 ist. Nnu 
ist aber ^STP die um die 82 aosgeftthrtetlmklappuiig des 
Dreiecks 8Tn in die «-Ebene. Denn ST steht auf TIT und PT 
senkrecht, und IlT ist gleich PT, weil die Winkel bei 77 und P 
im Dreieck 7'77P sich mit Hilfe der in die Figur eingetn^enen 
BeEflicbnnngen leicht als gleich erkennen lassen. Folglich iet 
-^ Tn8 — <^ TPS, und somit ist auch Satz 11 bewiesen. 

Die stereographische Projektion liefert ein Bild der Erdkugel, 
das die wertvollen in Nr. S hervorgehobenen Eigenschaften besitzt. 
Allerdings wachsen die Bilder der ParaUelkreise hoher nördlicher 
Breite mit weiterer Ännäherong an den Pol 0' sehr raaoh an, 
und dem Nordpol seihst entspricht kein eigentlicher Punkt der 
e-Ebene. Wir ordnen ihm den unendlich fernen Punkt der 2-Ebene 
zu. Erst durch diese Festsetzung ist der frühere Ausspruch des 
gegenseitig eindeutigen Entsprechens aller Punkte der Engel 
und der Ebene gerechtfertigt. Bei dieser Auffassung ist der Punkt 
2 ->• oo auf der Kugel vor den andern Punkten nicht mehr aus- 
gezeichnet; er ist wie alle andern ein innerer Punkt der Ebene, 
und die Ebene (z) erscheint als eine geschlossene Fläche, d. h. 
als eine Fläche ohne Band, wie die Engel. Schließt man das 
unendlich ferne Gebiet dadurch ans, daß man 0' durch einen be- 
liebig kleinen Ereis abschneidet (daß man die Kugel in 0' durch- 
sticht), so ist eben dieser Kreis als Rand der übrigbleibenden 
Kalotte anzusehen, und dieser letzteren entspricht in der Projektions- 
ebene ein ron einem sehr großen Kreis berandetes .e-Gebiet. 

Außer der Bedeutung für die Kartographie und auBer der 
eben vorgetragenen prinzipiell wichtigen Anschauung von der 
Grl eich Wertigkeit der Ebene und Kugel in bezug auf die geome- 
trische Darstellung der komplexen Größen bietet der Übei^ang 
zur Kugel oft wegen der einfachen Deutung der Beziehungen be- 
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sondere Vorteile. Als einfaches Beispiel verfolgen wir die 
TransfoTTuation der vorigen Nummer « — — bei der stereogra- 
phischen Projektion (Fig. 16). Der Punkt (J, tj, f) hat nach (3 ») 
die Horizontalprojektion I + *1 ^ j r 

j. I . , »Iso a:' + y* — r* in 
wandelt sich | + ir) in die Onmd- 
riSprojektion des transformierten 
Kugelpunktes; 



Das bedeutet aber, daS die Punkte 
(I, tj, £) und (I', )]', tO entgegen- 
gesetzt gleiche geographische LSnge 
besitzen, falls der Nullmeridian 
dorcb die positive Hälfte der Achse 
des Reellen geht. Die durch die 
Höhe J — j-^ , gemessene geo- 
graphische Breite ändert sich ent- 
sprechend der neuen HOhe ab: 
J' =- ; , , ■ Die beiden Punkte 
(I, tj, i) und (I', *)', f) haben 
denmach auch entgegengesetzt ^^ ^^ 

gifliche Breite. Denn zufolge der 

Beziehung i-(?+£') = j liegt der eine Punkt ebenso hoch über 
dem Äquator f — f wie der andere darunter. Beide Änderungen, 
der Breite 9 in — qn und der LBnge iL in — A, werden aber erzielt, 
wenn man die Eugel so dreht, daß der Nordpol an die Stelle des 
Sfldpols kommt und der Nullmeridian nach der Drehung mit sich 
selbst zur Deckung gelangt. Mithin können wir sagen: 

Satz III. Die Transformation durch reziproke Radien 
w = — bedeutet für die stereographischeProjektion eine 
halbe Umdrehung der Kugel um den zur reellen Achse 
d.er j[-Eben 




lg der Kugel um den zur reel 
allelen Durchmesser. 
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In der Fi^r istdie Drehachse durch stBrkeren Strich her- 
vorgehoben. 

8. Anwendongen der Trausformation mittebi restproker 
Radien, a) Abbildung eines speziellen Ereisbogendrei- 
ecks auf ein geradlinig begrenztes Dreieck. 

Ein Ereisbogendreieck werde von drei Kreisen begrenzt, die sich 
in einem Funkte a schneiden. Ein Blick in die Fig. 17 lehrt, daS 
die Summe der Dreieckawinkel a -\- ß -\- y r^ « ist. Macht mau a 
zum Mittelpunkt einer Transformation mittels reziproker Kadiau, 
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so gehen alle drei Kreise in gerade Linien, das Bogendreieck in 
ein geradliniges Dreieck mit den Winkeln a, ß, y über. Es ent- 
sprechen sich Inneres und Inneres (auch Äußeres und Äußeres) 
der beiden Dreiecke, weil einem positiven Umlauf um das Innere 
des Dreiecks in der e-Ebene ein positiver Umlauf um das Innere 
des andern in der w-Ebene entspricht. Die willkfirlichen Kon- 
stanten k, b gestatten noch eine freie Verfügung über Größe und 
Lage des Dreiecks in der w-Ebene, 

Sind a und b die Schnittpunkte zweier Kreise, so wird durch die 
Funktion (l) das Kreisbogenzweieok (die Sichel) mit dem 
Winket y auf die Fläche eines gleichgroßen Winkels mit geraden 
Scbenkeln konform abgebildet. Der Scheitelpunkt liegt in w — 
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b) Exeisbogenzweieck mit Spitze. 

Die Schar der durch a und b gebenden Kreise der «-Ebene 
geht bei linearer Abbildung in Kreise dnroh die festes Punkte 
w '^ Ä vnd w^" B fib«r. Rflcken a und b allm&hlieh zusammen, 
so nilhem sich auch Ä und B einander unbegrenzt. Die Kreise 
der Schar berflhren sich dann alle gegenseitig im Pnnkte « — a -• 6 
bzw. 10 ^ A'» B. Iste — a der Transformationsmittelpankt, 
so geht das Büschel in der »-Ebene in eine Schar paralleler Ge- 
raden fiber, n&mlich in Gerade, die sich nicht schneiden und sich 
im unendlichen berühren: Dos von zwei sich berührenden Kreisen 
umschlossene Gebiet wird daher durch die Funktion (l), wo Ii 
wieder eine beliebige (von a verschiedene) Konstante bedeutet, 
auf einen Parallelstreifen, ein von zwei parallelen Geraden 
begrenztes Stück der »-Ebene, abgebildet (Fig. 18). Nach Satz IV 
der Nr. 6 kann man 
dabei noch willkürlich 
den Bandpnnkt«n a^, 
Oj die Pnnkte A„ A^ 
oder nach Satz Y dem 
inneren Punkte üg des 
Zweiecks einen beliebig 
gewihlten (inneren) 
Pnnkt der w-Ebene, 
etwa w — lOf, zuord- 
nen. Drittens kCnnen 
aach die Konstanten k und b aus Vorschriften über Lage und 
Breite des Streifens bestimmt werden. 

Wenn die Bandpunkte o,, o, nicht auf demselben Kreise ge- 
wählt werden, ist durch (aOj^aaj) der Umlanfssinu nicht bestimmt. 
Möglicherweise findet daher die Abbildung auf das in der Figur 
nicht schraffierte Gebiet der »-Ebene statt. Die Entecheidung 
erfolgt durch eines weiteren Punkt des Randes. Eine &hnliche 
Bemerkung gilt für die beiden andern Falle. 

c) Abbildung eines exzentrischen Kreisringes anf 
einen konzentrischen. 

In der «-Ebene seien m, und ni, die Mittelpunkte der eizen- 
triscken Kreise, r^, r, seien die Radien, und der Kreis (mj, r,) 
umschließe den Kreis (%, r^). (Die Betrachtungen ändern sich 
nicht wesentlich, wenn ein Kreis ganz außerhalb des andern liegt). 
Die beiden Kreise (Fig. 19) bestimmen zwei Kreisschareu: 1. die 
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Schar der Kreise, die die gegebenen rechtwinUig schneidea^ sie 
gehen sämtlich durch die Punkte a und b, in denen irgend einer 
von ihnen die Zentrale m^m^ trifft; 2. die Bcbar von Ereisen, die 
zu den anter 1. genannten orthogonal sind; za ihnen gehören die 
Kreise (ntj, rj) und (m,, rj). Die Transformation (l) verwandelt 
die erste Schar in ein Sb-^enhQschel, das von w — ausläuft. 
Die gegebenen Kreise werden zu zwei ortliogonalen Trajektorien 
des Bflsohels, d. h. za zwei konzentrischen Ereisen, and das ge- 
gebene Ringgehiet wird auf das Innere des konzentrischen Kreis- 
ringes der u>-Ebene konform abgebildet. Die rerfQgbare Konstante 
U&t unendlich viele Abbildungen dieser Art zu, aber aUe Kreis- 
ringe, die verschiedenen Wert«n h entsprechen, sind ilhnlich, so 
daß das Verhältnis B^ : B^ der Kreisradien rieb nicht ändert. 
Anch hier entspricht dem Punkte z ~^ h der Funkt k ^ 0. 




d) Ein SchlieBungsproblem. 

Dem unter c) betrachteten Kreisring soll eine Reihe von 
Kreisen so einbeschrieben werden, daß jeder dieser Kreise den 
vorhergehenden und den folgenden und daß der n** Kreis den 
ersten berührt, der (« -|- l)'* also mit dem ersten usw. zusammenföllt. 

Bei der Abbildung unter c) würde der geschlossene Zug von 
Kreiden einem ebensolchen mit lauter gleichen Elementen ent- 
sprechen. Umgekehrt geht aber diese I^igur, die als Durchschnitt 
eines schematisch gezeichneten Kugellagers mit n Kugeln auf- 
gefaßt werden kann, durch Rücktransformation in die verlangte 
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Fignr der ü-Ebene Ober. Die notwendige und binreicbende B«- 
din^ng fQr die LOsbarheit der Aufgabe ist daher 

oder das durch die Abbildung völlig bestimmte Badieo Verhältnis 
mufl sein: 



Dabei ist, dem in der Figur angedeuteten Umlaufssinn entsprechend, 
£j > ÜC, angenommen. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die 
Lage des ersten einbeschriebenen Kreises im Ringgebiet (tv) nocb 
beliebig. Dem beliebig gewählten Kreise entspricht aber in der 
£-£bene wieder ein beliebiger eingeschriebener Kreis. Die Auf- 
gabe hat also entweder keine LOsnng oder unendlich viele. In 
letzterem Fall kann mit jedem eingeschriebenen Kreise begonnen 
werden, der Zug schließt sich stets. Die Berfihrungspunkte P, Q 
eines dem honzentriscben Ring eingeschriebenen Kreises liegen 
auf dem Radius JUPQ. Die entsprechenden Berflbrungspunkte 
p, q des exzentrischen Ringes sind daher die Schnittpunkte der 
gegebenen Kreise mit dem. Orthogen alkr eise, der der Geraden 
MPQ entspricht. Die Konstruktion des Mittelpunktes eines der 
Ereise in der «-Ebene ist hiermit gegeben. 

e) Bestimmung der linearen Substitutionen, deren 
n'" Potenz die identische Substitution ist. 

Wie schon mehrfach denken wir uns über der Ebene der 
komplexen Variabeln i^ die Ebene einer andern GröSe z^ aus- 
gebreitet, so daß fibereinanderliegenden Punkten dieselbe komplexe 
Zahl zukommt. 

Bei jeder linearen Transformation 

(i) ''~",li> {r + o,«»~ßy + o) 

gibt es zwei Punkte, die in sich selbst übergehen. Diese Fix- 
punkte der Transformation, a und b, sind aus der quadra- 
tischen öteichung 

oder 
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(2 a) y «» - (b - a) « - /» = y (« - a) (« - &) - 

zu b«rechiieii. Verschwindet die Diakriminuite: 

(« - S)' + ißy = 0, 
so fallen a und ( zusammen. Wir nehmen die Fiipunkte als yod- 
einander verschieden an. 

Der Übergang von i^ xa z^ wird durch die lineare Substi- 
tution (2) oder symbolisch 

w «-CS) 

Tolliiogen. Wendet man dieselbe Substitution auf die transfor- 
mierten Punkte g^ an, so gehen sie Aber in 

Ersetzt man x^ nach (l) durch e^, so wird e, eine lineare ga- 
hrochrae Funktion von Zq. Es geht auch 2, durch lineare Sub- 
stitution ans z^ hervor. Da zweimalige Anwendung der Sub- 
stitution S diese Wirkung bedingt, schreibt man sie in der Form 

SS = S'. 
Die Bedeutung der ft-mal iterierten Substitution sowie das 
Symbol S* ist hiernach ohne weiteres klar. Als identische oder 
GinheitsBubstitution wird 
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bezeichnet, weil bei ihrer Anwendung z^ = ^— l-^x~ = 2^ ist, also 
jede Größe unveifindert bleibt. * 

Wir fragen nun nach denjenigen Substitutionen (3), deren n- 
malige Wiederholung (deren n** Potenz) ^e identische Substitu- 
tion ist: 

(,) s- (;;.//) -E. 

Durch sie erlangen alle Punkte der Ebene z^ ihre ursprüngliche 
Lage wieder, nachdem sie durch die Substitutionen S, £', ... S"~ * 

die Zwischeulagen z^^, ^t> * " ^n-i Eingenommen haben. 

Die Substitution (3) fahrt Kreise der ä^- Ebene in Kreise der 
jf, -Ebene über, diese durch nochmalige Anwendung in Kreise der 
t^-Ebene usf. Wir betrachten speziell die Kreise der Ebene z^, 
die durch die Fiipunkte a und b gehen. Bei Wiederholungen der 
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SabstItatioD 8 bleiben a und h immer unTerBodert: a und b sind 
auch FixpnnJtte der Transformationen 8*, 5', ■ ' ' • ^'^ KreiBen 
der genannten Schar K^ entsprechen in der Ebene x^ die Kreise 
einer Schar K^^ die wieder a und b als gemeinsame Sofanitt- 
ponkte bentzen, die aus £", entspringende Ereissohar f, hat die- 
selbe Eigenschaft, ebenso Kf,K^,...K^. Die Gesamtheit der 
Kreise einer Schar gebt also immer in die Gesamtheit derselben 
Schar über. Aber einem bestimmten Kreise kg des Bflschels Xq 
werden in den folgenden Büscheln immer andere und andere 
Kreise ^i, Aj, ■ ■ ■ entsprechen. Unsere Aufgabe ist es gerade, zu 
antersacben, unter welchen Bedingungen jfc, Punkt f^ Funkt mit 
Jcq zusammenftllt. Decken sich aber k^ und k^, so liegt jeder 
Kreis des Büschels K^ anf dem ihm entsprechenden des Bttschels K^ . 
Ja, es genügt sogar schon die Angabe, d&fl ein von a und b ver- 
schiedener dritter Punkt des Kreises Ä, auf den zugeordneten Punkt 
von kf) fällt. Denn nach Nr. 6, Satz IV gibt es nur eine lineare 
Transformation, bei der drei Punkte der einen und drei Punkte 
der andern Ebene sich entsprechen. Ist das zweite Tripel mit 
dem ersten identisch, so ist «„ — «g eine, also auch die einzige 
LSsnng. Dasselbe läßt die quadratische Gleichung (2a) erkennen. 
Ist sie aufier fOr a und b noch für einen dritten Punkt erfallt, 
so mufl y = 0, K — d = 0, ^ =- 0, mithin S^ E sein, da « — tf 
gleich 1 gesetzt werden darf. 

Es ist also erlaubt, die Betrachtung auf den Kreis Jc^ und seine 
Transformierten A'^, Jfc|, - ■ - ib„_i (k^ ist gleich ^) zu beschi^nken. 
Alle n Kreise gehen durch a und 6, Die Figur vereinfaeht sich 
wesentlich, wenn wir sie durch die Transformation mittels rezi- 
proker Radien 

(6) »-'-^ 

auf die w-Ebene konform abbilden. Den » Kreisen entsprechen 
gerade Linien, die sich im Punkte w ~0 schneiden. Jeder Kreis 
(Inneres oder Äußeres) ist dabei auf eine Halbebene abgebildet. 
Da Ag durch lineare Transformation auf \ bezogen ist, k^ aber 
wieder mit der entsprechenden Halbebene h^ und ebenso \ mit h^ 
durch eine lineare Gleichung verknüpft ist, so besteht auch zwischen 
den Pnnkten 

(6a) Wg — A: ■ - — ■ v und w^ =■ ft ■ ' j_ . 
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der Halbebenen h^ und \ eine lineare Belation. Weiter sind ab«r 
die unendlich fernen Punkte beider Ebenen entaprechende 
Punkte, da Wg = OD und «i| » oo beide dem eich selbst ent- 
sprechenden Punkte e^=- x^^b zugeordnet sind. Mithin ist die - 
Beziehung zwischen Wg und m^ durch eine ganze lineare Funktion 
gegeben: 

»i = rwo + s. 

Die GrSBe a aber iat gleich 0, weil sich auch w, = und uIq = 
als Bilder des zweiten Fixpunktes e^ — e, •= a entsprechen. Die- 
selbe Transformation, die ifg in w^ flberÄhrt, läßt w^ in w^, tc, 
in Wj, . . . Übergehen, SO dafl man die Gleichungen erhält: 



Durch Multiplikation aller Gleichungen ergibt sich mit Rücksicht 
auf w„ = Wt,: 

»Pg — r'u'Q oder »^ =■ 1 , 
SO daB also 

(6) r-e'~ 

eine n" Einheitswarzel sein maß. Sie ist primitiv, wenn X 
und n teiler&emd sind, d. h. wenn erst die n"" und keine frühere 
Substitution zur identischen Substitution führt. 

Die Gleichungen (5a) ergeben wegen u, = rw^ die ge- 
suchte Beziehung zwischen K^ und der durch die Substitution S 
daraus hervorgehenden GrOße x^: 

_ _ °^^^ 

(') 

Aus (7) lassen sich sofort die Koeffizienten der Substitution (3) 



1 



(8) a-^rb — a, j3 = a6(l— r), y = r— 1, d = Ii — ra. 

Hier hat man bei der Wahl von a und i nur darauf zu achten, 
daß a,ß,y, Ü keinen gemeinsamen Faktor erhalten. Die Substi- 
tution (3) mit den aus (8) eatnommenen Koeffizienten a, ß, y, 3 hat, 
wie leicht zu zeigen, wirklich die Eigenschaft S" — E. Die will- 
kürlich gewählten Grßßen a und b sind &ii die Transformation (l) 
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Fispunkte. Denn aus (8) ergeben sich die mit (2 a) gleichbedeu- 
tenden Relationen; 

V r 

Setzt man, was übrigeng keine wesentliche GinschrKukung be- 
deutet; a = — l,i*=l,80 wird: 

, _ ('■ + ')'. + ('— ') 



(7.) 

mit 



r — e 



oder nach (7 a): 



Ist n = 2, also f = — 1, 90 wird «,= — , also ü j = — — f^t 
so dafi in der Tat S^—E ist. ^° "' 

Pur « — 4 nehmen wir r =■ i. Es ist dann «,=-—■ — _ ■, 
rg — — ■ -i-^~. — — und mitMn «i =— — = «o ""^ '®* "" ■^• 

Es soll kurz angedeutet werden, wie aus (7 a) durch Rechnung 
S" '^ E folgt. Durch vollständige Induktion ist leicht zu zeigen, 
daß 2^ aus «i hervorgeht, wenn man die Wurzel r in (7 a) durch 
die R*" Einheitswurzel r* ersetzt Bo ist z. B. 
(r-}-l)j . + (r-l) 
■'(r~lV, + (r + l) 

(r'+Dg. + fr'-l) 
= (r»_l)/„+{r'+l) 

* (,■*-!) *. + (r*+l) 

Bedenkt man, daß r" =— 1 ist, so ergibt sich «, = «. 

Der oben ausgeschlossene Fall zusammenfallender Fixpunkte 
a ^'b erledigt sich leicht, am schnellsten, obwohl nicht ganz ein- 
wandfrei, wenn man in (7) 6 in a Übergehen iBßt. Die Transfor- 
mation (7) verliert dann jede Bedeutung. 

Rückt schließlich ( ins unendliche {y^O), so ergibt sich aus 
(7), indem man Zähler und Nenner durch b dividiert und zur 
Grenze b — oo übergeht: 

«i->-('o -») + «■ 
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Die dorcli diese Gleichung Ausgedrückte TransformatioD ist 
eine Drehimg der j'g- Ebene nm den Punkt z ~ a. Der Dreh- 
winkel il- — ist so bemessen, daß n-m&lige Wiederholung der 
Drehung zur Äusgai^lage zniUckführt. 

Für sp&t«re Zwecke soll die Substitution (7) noch lÄr a — , 

angegeben werden. Nach Heben durch 1 — r ergibt 



sich 

(7b) 
Mithin ist 

(8) 



■'. + 1 



■("T:) 



eine n** Wurzel der Einheitssubstitution, wenn r eine Lösung 
der Gleichung r" — 1 bedeutet. Für « -= 3 ist r' = 1 oder 
1 + r + r* — 0, so daß 'S = (_ , ,1 eine Substitution ist, deren 
dritte Potenz gleich E^( 1 wird. In der Tat föhrt dreimalige 
Anwendung der Transformation 



zu «j zurück. 

8. Daa Yerhslten aualytiseher Fonktionen in der Um- 
gebung der unendlich fernen Stelle. Erstreckt sich das Ge- 
biet {e), für welches die Punktion f{g) erklärt ist, ins unendliche, 
so bilden wir die ^-Ebene durch die Transformation mittels rezi- 
proker Radien t ~ — auf die t- Ebene ab. Dem Punkte e — ao 
entspricht der Punkt t = 0. Die Funktion f(ii) kann dann als 
Funktion von ( betrachtet werden: /"(«) — fljj = 9'(0' "•"^ ^■' 
setzen fest: 

Die Funktion f(/) verl^lt sich an der Stelle « = oo regulBr 
oder aingulSr, je nachdem sich die Funktion ip(t) im Punkte t — 
regulär oder Singular verhalt. 
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Beispiele: 1. Die Fauktion 

«0 + 7 + 7. + Oo -I- Ol' + a» ** + ■ ■ ■ 

verh&lt aich bei « -• 00 regulär und wird fBr « — 00 gleich «0- 
' 2. Die ganze Funktion 

i % + a,z + ----\-a„z'^li {a^f + ■ • ■ + flj 

wird föt « = 00 unendliob wie ^n ■ De"" Punkt « — c» ist (fttr 
"n "^ ^) *"■ ^^^ ***" Oi^iung der Funktion. 
> 3. Die gebrochene rationale Funktion 

, . _ «,+«.« + ■■■ + 0. »' _ a.f + aif'"^+-. + a. ^_, 
6o + 6,eH h6„«" Kf + \f'-'^-\ h&m 

wird unendlich klein von der Ordnung m — n bzw. unendlich groß 
Ton der Ordnung n — m, wenn der Grad tj des Zählers kleiner 
bzw. großer ist ala der Grad m des Nenners. Die Funktion vei*- 
hält sich regulär in der Umgebung ron £ ^^ 00 and nimmt den 
Wert a,:ö„ an dieser Stelle an, wenn Zähler und Nenner von 
gleichem Grade sind. Hierbei sind a^ und b^ immer als ron Null 
verschieden vorausgeaetzt. 

Insbesondere ist — J4 für « = 00 gleich — oder gleich Null 

von erster Ordnung oder unendlich von erster Ordnung, je nach- 

• dem a und y beide von verschieden oder a — bzw. j- — ist. 

4, Die Funktion 

/•(«)-(.-«)■'■ («~6y-. (-(«+«-(! -«()"■ (1-6'/ 
wird bei beliebigen reellen Exponenten u und ß sich fttr « — 00 
■ verhalten wie (-'''+J*) fiir ( = 0, also regulär sein fHr j3 — — a, 
unendlich werden für « + j3 > und Null fSr « + |J < 0. 

Der unendlich ferne Punkt z =- 00 wird als singulär itlr die 
Abbildung angesehen, wenn t-~0 siugul&r für ip(t') ist, d. h. wenn 
<p'(() verschwindet oder unendlich wird fQr f — 0. Nun ist aber 
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Damit der Pnnkt f oo nicfat sa den singulSren Pnnbteit der 
Abbildung durch die Funktion f(ß) gehOrt, mnB also lim (fi'fds)) 
fttr i = (x> endlich nnd von verschieden sein, oder, was dasselbe 
ist, muß ("{t) unendlich klein von genau zweiter Ordnung werden. 
So ist bei y-^fi der Punkt z^ao kein singulKrer Punkt der 
Abbildung durch die Funktion /"(«) — " ^ j , da 



lim [«» 






von und oo verschieden ist. Dagegen weist die Potenz /'(«) — t" 
für alle von n =■ — 1 verschiedenen Eiponenten SingnlaritfiteD 
auf, weil /'(«) = «e"~' nur für « — — 1 im Unendlichen einen 
Nullpunkt zweiter Ordnung besitzt. Ebenso erleidet die durch die 
Fnnktion {{z) ^\nx vermittelte Abbildung ftr r ^ oo eine Unter- 
brechung der Konformität, weil f'(z) — — nur von erster Ord- 
nung verschwindet. 

Die Fnnktion f{z) = ^f^~t)t-d) ""^'''"' ^^^ ^^ unend- 
lich große Werte von g regulär und gestattet in der Umgebung 
von E — = oo die Entwicklung: 



('-i)('-4) 



Im allgemeinen ist abo der Punkt x = (x kein singnlSrer Punkt 
für die Abbildung; nnr wenn 

c+d=a+b 

ist, wird f(t) anendlich klein dritter Ordnung, und dann ist der 
Punkt g = oo für die Abbildung singulär. 

In diesem Falle kann die durch f(g) vollzogene Abbildung 
als Beispiel für das am Sohlufi der Nr. 4 Gesagte dienen. Setzt 
man nämlich mit neuen Konstanten a, ß: 
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(,_„)(.-t)_(._i±»)'+. 

> kann die durch 



vermittelte Abbildung durch die uacheiuauder &usgefEUirt«n Ab- 

bildnngeu e = \t — j und w — ' ' ' X-t ^'^^^^ werden. Der 

Paukt 2 = 00 ist für die erste Abbildung singulär, für die zweite 
ist der entspreobende Punkt e' = 00 ein gewöhnlicher Punkt. Die 
resultierende Abbildung besitzt daher für e — 00 eine SiuguUrit&t. 
Dieselbe Bemerkung gilt fQr den im Endlichen gelegenen singu- 
ISren Punkt 2 = — 5 — • In demselben ZuBammenbang sei noch 
das Beispiel w = ._ genannt. Aus ^ — — ("i_^f\i «gibt 
sich s ~ 00 iM singulBrer Punkt neben den im Endlichen ge- 
legenen Punkten 2 = 0, « — + 1,« = — 1, Setzt man die Ab- 
bildung «> aus 2'— 3* — 1 und tp = — zusammen, so erkennt 
man, daß die vier genannten Punkte gerade die bei den Abbil- 
dungen auftretenden aingulären Stellen sind. Denn für die erste 
sind 2 — und 2 = 00 singulfir, fOr die zweite 2' = (nicht 
2' — 00) oder 2 — ^1. 

10, Die folgenden Nummern enthalten einige Mitteilungen 
aber AbbUdungen doroli einfache rationale, algebraisohe 
and tranBBendente Funktionen. Das Prinzip, nach welchem 
bei gegebener abbildender Funktion w das Bild Wq = U(, + JVg 
eines Punktes s^—x^-Vi% gefunden wird, ist kurz folgendes. 
Der Punkt tCg ist als Schnittpunkt der £U den Koordinatenachsen 
parallelen Qeraden v='V^^ u ^ Wg bestimmt. Diesen geraden Linien 
entsprechen in der2-Ebene zwei Kurven, 1(3;, j) = «0, «(n:, y)^«,, 
deren Schnittpunkt e^ das Urbild des Faktes w^ in der^-Ebene ist. 
Die Aufgabe kommt also darauf hinaus, einen analytischen Ausdruck 
für die in der z- Ebene liegenden Kurvenscharen v ■= eonst, « — oonst 
zu finden oder sie durch Zeichnung darzustellen. Dieselben 
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Dienste leisten die io der tc-Ebens liegenden Euiren x — const, 
}/ — const, die als Bilder der aclisenpar&llelen Geraden der «-Ebene 
zu betrachten sind. Mit Vorteil wird gelegentlich auch eine lin- 
dere DoppelBOhar von einfkchen Eniren gewählt, z. B. eine Schar 
konzentrischer Kreise und die Schar der Mittelpunktstr&hlea. 

Besondere Anfinerksanikeit werden nir den singulären Punkten 
der AbbUdung zuwenden. 

Sie Abbildungen w = z' und « =|^w; Entwicklung 
fundamental wichtiger Vorstellungen (Riemannsche 
PlBchen). 

Die abbildende Funktion sei 

w — e". 
Nun ist 

w — w + J« = Äe*<, « = x -f iy = r^', 
also Ä — r", <P '^ nip und 

(1) w = »■" (cos«9 + isinHqp), 
Aus den Gleichungen 

(2) M — r"cosM9, v — r^sinny 
lassen sich leicht ip oder r eliminieren: 

(3 a) u^ + v'^r^^-^ix' + y'Y 

(3b) tg«9.»^- 

Gleichung (3a) lehrt, daß den Kreisen r— -const der «-Ebene 
wieder Kreise ü = r" entsprechen, insbesondere entsprechen 
Punkten des Einheitskreises nach der Transformation wieder Punkte 
im Abstand 1 vom Nullpunkt. Den Strahlen 9 ^ const, die vom 
Nullpunkt der z-Ebene ausgehen, sind nach (3b) wieder solche 
Strahlen, '— n<p ^^ const, zugeordnet. Dabei ist aber zu beachten, 
daü der Strahl mit der Neigung 9 gegen die x-Achse in einen 
Strahl mit der Neigung nip in der Ebene der w = r" ■ e"*' 
übergeht. 

Der Punkt / = ist, wie uns schon bekannt, ein singulärer 
Punkt der Abbildung. Linien, die sich im Nullponkt schneiden, 
werden in Linien transformiert, deren Schnittwinkel » mal so groß 
geworden ist, als er in der 2-Ebene war. In dem einfachen Fall 
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an den wir die folgenden Betrachtungen anknflpfen, findet also 
Winkelverdopplung statt. 

£in Halbstrahl <S der .e- Ebene drehe sich um den Punkt e = 0, 
so dafi jeder seiner Punkte einen Kreisbogen tun beschreibt. 
Die Punkte des Strahles S haben BUdpunkte, die auf einem Strahle 
® der «i-Hbene liegen und die bei der angegebenen Bewegung 
von d ebenfalls auf Kreisen (um w — 0) wandern. Als Anfangs- 
lage des Strahles § wählen wir den Strahl Sg, der in die positive 
Kichtung der Achse des Reellen föUt. Der en^prechende Stoahl €„ 
fällt dann mit der positiTen u-Achse zusammen. Dreht sich 8 
nun um den Winkel tp in positivem Sinne, so erfahrt © die doppelte 
Drehung Sqp. Hat beispielsweiseSden ersten Quadrantender:E-Ebene 
überstrichen, so bat @ bereits alte Punkte der oberen u-Halbebene 
überstrichen. DurchdieFunktionw — 2* wird also eine Vier- 
telebene (g) auf eine Halbebene (w) konform abgebildet. 

Wir stellen uns Sg, 8 und @g, @ nun als materielle Gerade vor 
und zwischen dg und S sowie zwischen ®o und @ ideal dehnbare 
Häute gespannt. Bei Drehung des Str^les € um weitere 90" 
Überdeckt die dehnbare Haut die obere Halbebene der z, während 
die Haut zwischen ©^ und @ sich über die ganze w-Ebene aus- 
gebreitet hat. Die Funktion w — e* bildet also die js-Halbebene 
auf die w-Ebene ab. Jedoch ist hier ein wichtiger Umstand zu 
beachten. In der «-Ebene erf&llen die Punkte — x der negativen 
Hälfte der Achse des Beeilen den Strahl 9, während die Punkte + x 
auf dem Strahle abliegen. Durch die volle Umdrehung des Strahles @ 
ist aber © in die Auagangslage zurückgekehrt, und das Bild des 
Punktes — x legt sich genau an die Steile des Strahles ®g, wo 
schon das Bild des Punktes -f x liegt. In der w-Ebene wird also 
zwischen Punkten eine Verbindung hergestellt, der kein Zusammen- 
hang in der e-Ebene entspricht. Umgekehrt wird beim Übergang 
von der w- Ebene zur ir-Ebene durch die Abbildung x = Yw der 
Zusammenhang zwischen den Punkten zu beiden Selten der positiven 
Hälfte der Achse des Reellen der w-Ebene zerrissen. Im Gegensatz zu 
allen andern Punktepaaren findet für die Punkte dieser Linie und 
ihren entsprechenden inder^-Ehene keine umkehrbar eindeutige Zu- 
ordnungstatt. Man könntedie Eindeutigkeit der Beziehung durch die 
künstliche Vorstellung retten, daß der Strahl ©q zweiseitig ist und 
auf der einen Seite die Bilder der Punkte + x, auf der andern die 
der Punkte — z trägt. Am radikalsten wird die Trennung der 
(im Hinblick auf die Figur der ir-Ebene) nicht zusammengehttrigen 
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Punkte bewirkt dnrob einen Schlitz, der in der tr-Ebene vom 
Ntdlpunkte längs der positiven re'elten Acbge ins Unendliche ge- 
ffthrt wird. Dem positiven Ufer des Schlitzes, das vom Strahl 
@o gebildet wird, sind die Funkte x > zugeordnet, dem gegen- 
fiberliegenden negativen Ufer die Punkte ;x < 0. Insofern nun 
zwischen allen Punkten des (e)- und des («i)-Gehietfl eindeutiges 
Entsprechenstatt&ndet,unddie eine Mäche die Zusammenhangs- 
verhältnisse der andern getreu spiegelt, können wir sagen: 

Dorch die Funktion w = i^ wird die obere e-Halbebene zu- 
eammenhSngend und in den kleinsten Teilen ähnlich auf die 
längs (0 ■ ■ ' + cc) aufgeBChlitate w-Ghene abgebildet Nur in den 
Punkten £ = und 2 — co hSrt die Abbildung auf, winkeltreu 
zu sein; hier findet Winkelverdopplung statt. 

Den Halbkreisen, die von den Punkten -\- x m den Punkten 
— z durch das Innere der 2-Halbebene fOhren, entsprechen in der 
u>-Ehene ganze Kreise, die von -|- a? nach demselben Punkte 
zurückftthren, die aber an ebendieser Stelle aufgeschnitten zu 
denken sind. 

Fortab soll, auch wenn es nicht besonders betont wird, unter 
der konformen Abbildung zweier Bereiche stets eine zusammen- 
hängende Abbildung verstanden werden. Bei Gelegenheit der 
im letzten Satze ausgesprochenen Abbildung heben wir als be- 
deutenden Vorteil der entwickelten Auffassung noch hervor, daS 
die Halbebene («) und die aufgegcblitzte ui-Ebene beide berandete 
Flächen sind. Der Rand der Halbebene, die reelle Achse, geht 
bei der Abbildung in den Rand des tf-Gebiets, nämlich in die 
beiden Ufer des Schlitzes über. Wir werden sehen, daß bei zu- 
sammenhängender Abbildung eine Fläche mit Band in eine Fläche 
gleicher Art transformiert wird, und zwar so, daß inneren Punkten 
wieder innere Punkte und Randpunkten Bandpunkte entsprechen. 
Die nicht aufgeschnittene w-Ebesie als Bild der Halbehene hätte 
diesem allgemeinen Gesetz nicht gehorcht; denn wir haben die 
unendliche Ebene in Nr. 7, die von der atereographiscben Pro- 
jektion handelte, als geschlossene FUcbe erkannt. 

Die positive z-Halbebene ist für die Funktion w = z*- ein 
Fundamentalh ereich. 

Durch diese Aussage soll ausgedrückt werden, daß die Gesamt- 
heit der Punkte x, die den Fnndamentalbereich erfüllen, gerade 
alle möglichen Werte ir und keinen zweimal hervorbringen. Streng 
genommen wären also noch in dem obigen Satze die Punkte 4er 
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negatiTen reellen Achse auszunehmen. — Laiseu wir nun den Strahl 
8 seine Drehung fortsetzen uud den dritten und vierten Quadranten 
überstreichen, so wird @ alle Lagen nochmals durchlaufen, die 
® bei der ersten Drehung angenommen hat, so dafi jeder Punkt 
der HI-Ebene doppelt zu zählen iat — entsprechend dem Umstände, 
daS derselbe Punkt «'q = z* den beiden zum Nullpunkt symme- 
trischen Punkten g^ und — «„ zngehOrt. Es ist nur eine konse- 
quente WeiterhilduDg der oben entwickelten Anschauungsweise, 
wenn wir annehmen, daß der bewegliche Strahl @ bei der zweiten 
Umdrehung nicht in dieselbe ebene Pläohe zurückkehrt, die er 
vorher beschrieben hat, sondern in ein zweites Blatt eintritt^ 
das wir uns fiber dem ersten Blatt ausgebreitet denken. Das 
zweite Blatt (II in Fig. 20a) ist die Fort- 
setzung von I, beide hängen längs der Linie 
zusammen, die wir früher als negatives 
Ufer der aufgeschlitzten w-Ebene bezeichnet 

haben. Indem 

das negative U- "^^^''^''c--/ 

Ufer des ersten f .■'' ^\\ 

(unteren) Blat- v" ''~~~~~~~^) 

tes mit dem po- V"'''*^-^., --^^ 

sitiven des zwei- ^ — 

ten (oberen)ver- rig- >»"■ Mg. sob. 

einigtist,bleiben 

als freie Bandteile noch das positive Ufer des Blattes I und das 
negative des Blattes II. Beide Linien liegen über der positiven 
reellen Achse, sind aber durch die Fläche (dehnbare Haut) ge- 
trennt. In der absichtlich verzerrt gezeichneten Figur 20a ist die 
zweite Runde des Strahles © noch nicht ganz vollendet. Bei der 
Drehung um 360" hat der Strahl i die Nulllage wieder erreicht. 
Die längs 1^ (oder 8) aufgeschlitzte ^-Ebene und unsere Kwei- 
bUttrige Fläche veranschaulichen die Korrespondenz zwischen den 
Punkten z und w. Vereinigen wir 8 mit 8g, so erhalten wir die 
unversehrte «-Ebene. Um im Doppelblatt denselben Znsammen- 
hang zu erzielen, der in der «-Ebene hergestellt ist, müssen wir 
noch die beiden Ränder in den sich gegenüberliegenden Punkten 
aneinanderheften. Das ist nur nach vorhergegangener Durch- 
kreuzung des trennenden Flächenstücks möglich. Zu den anderen 
idealen Eigenschaften der dehnbaren Baut fftgen wir demnach 
jetzt noch die weitere: die Membran muS für Gebilde ihrer Art 
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darchdringlich sein, ohne zu zerrei8«ii. Überdies nehmen wir an, 
dftfi an der Übergangelinie, längs deren slcli die beiden Blätter 
durchsetzen, zwischen diesen kein neuer ZuBammenhang entsteht: 
ein W^, der nm den Nullpunkt herum an die Übergangslinie fflhrt, 
soll Ton dieser Ereniungsatelle nicht nach Beliehen den Übergang 
in irgendeines der anderen drei hier hindurch gehenden Halbhlätter 
ermöglichen, er soll vielmehr von einem Blatt notwendig in den 
Teil des anderen Blattes flbertreten, der infolge des Zusammen- 
heftens der BSnder die nfttflrliche Fortsetzung des erst«n ist. 

Da wir die beiden einzigen Randteile der zweibiKttrigen Fläche 
zuletzt noch miteinander verbunden haben, ist kein Band mehr vor- 
handen (vgl. Fig. 20b.) Die durch unsere Vorschrift erzengte, zur 
Funktion e <— ^«1 gehörige, geschlossene zweibl&ttrige Bie- 
mannache Fl&che ist die Abbildung der ganzen ^-Ebene durch 
{f — 2*. Auf der Biemannschen Fläche kajin ein Linieuzug erst dann 
als geschlossen gelten, wenn er, in einem beliebigen Punkte be- 
ginnend, in denselben Punkt desselben Blattes zurückkehrt. Eine 
geschlossene Linie der x^-Ebene, die sich selbst nicht schneidet, teilt 
die Ebene in zwei vOUig getrennte Stücke, deren jedes die ge- 
schlossene Linie als Rand besitzt. Genau dieselbe Bemerkung 
trifft fOr die B. F. (Biemannsche Fläche) zn. Fig. 20b ist aU 
einer der Teile anzusehen, in die die Fläche durch eine den Null- 
punkt (zweimal) umkreisende geschlossene Linie serfältt. 

Über einem Punkte i«g der w-Ebene sind zwei Punkte der 
R. F. angeordnet, die den Werten e = Yw^ und e =• — Y^ ö°*" 
sprechen und die zwei verschiedenen Zweigen der Funktion ytö 
zugeschrieben werden. Der eine Zweig gehört zu den Punkten 
des einen Blattes, der andere zu den Punkten des anderen. Als 
Hauptwert der Quadratwurzel wird der Wert bezeichnet, den 
die Funktion fKr Funkte des unteren Blattes annimmt, so daß 
der Hauptwert für reelle positive Werte der Tariabeln selbst reell 
und positiv ist. Die beiden Zweige gehen beim Überschreiten 
der Übergangslinie ineinander über; sie werden also vollständig 
getrennt, wenn diese Linie als unpassierbare Schranke für den 
veränderlichen Punkt w aufgefaßt wird. Aus diesem Grunde heiBt 
die Ühergangslinie auch Verzweigungsschnitt, Gestalt und 
Lage des Verzweigungsschnitts können. Übrigens in beschränktem 
umfange noch willkürlich abgeändert werden. ^ Stelle des Aus- 
gangsstrahles Sg hätte nämlich in der :S-Ebene irgendeine sich 
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setfatit nicht schneidende, von ir — > ins Unendliche Terlaofende 
Linie nach halber Umdrehung um deu Nullpunkt ebenfalls einen 
Fundamentalbereich erzeugt. Die der f-Ebene dann entsprechende 
Biemannsche FlSche baut sich wieder aus zwei Bl&ttem anf, die 
IftngB der Ton w — nach w — oo gezogenen Linie, die der in 
der ;^Ebene angenommenen Linie entspricht, krenzweis zusammen- 
geheftet sind. 

Eine Sonder- 
stellong nimmt der 
Nullpiuikt der B. 
F. ein, insofern 
man von ihm aus 
nach jeder Sich- 
tung bin nach Be- 
lieben in jeden der 
beiden Zweige go- , 
langen kann. Das | 
kommt von der 
eigenartigen Lage- 
rung der Blätter 
um den dem Punkte 
*— entsprechen- 
den Fläch enpunkt 
w^O, deizufolge 
der Punkt w — 
als Winduugs- 
punkt der Flache 

bezeichnet wird. Ein Windungspunkt heißt (n -~ l)-facb oder von 
(ff — l)^ Ordnung, wenn ihn n Blätter derart umzieken, daB ge- 
schlossene Kurven um den Windungspunkt der Reihe nach in alle 
n Blätter und vom n**° wieder ins erste Blatt führen. Unsere zwei- 
blättrige Fläche hat also w — zum Windnngspunkt erster Ordnung 
(Fig. 21). Fflr die inverse Funktion x = "j/w entspricht dem Win- 
dnngspunkt der Fläche der Verzweigungspunkt ic = 0, so ge- 
nannt, weil die beiden Blätter an der Stelle w mit einan- 
der verzweigt erscheinen. „Um einen Verzweigungspunkt", er- 
läutert Biemann, „wird sich ein Blatt der Fläche in ein anderes 
fortsetzen, so daB in der Umgebung eines solchen Punktes die Fläche 
als eine Schraubenfläche mit einer in diesem Punkte auf der 
(u, v)-Ebene senkrechten Achse und unendlich kleiner Höbe des 
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Schraubenganges (/t) betrachtet werden kann" (vgl. Fig. 22). Für 
die Funktion x =)^w ist w = wegen der Zweizahl der Blatter 
ein einfacher Verzweigungsptinkt. 

Das Bild der E. F. bleibt unvollständig, solange ihr Verhalten 

in der Umgebung dos ebenfalls singulären unendlich fernen Punktes 

nicht klargelegt ist Die stereographiache Projektion der doppelt 

bedeckten fc-Ebene liefert zwei Kugeln, von denen die eine über 

der anderen ausgebreitet ist. Dem Venweigungsschnltt entsprechen 

zwei sich deckende Meridiane (Halbkreise von nach 0*). Längs 

ihnen ist jede Kugel aufzuschlitzen und die Ränder paarweis über 

Kreuz zu verbinden. Im Unendlichen hängen also die beiden 

Blätter genau so zusammen wie im 

Punkte 2^0. Auch die . Abbildung 

der Umgebung des unendlich fernen 

Punktes durch die Funktion t*~ — 

auf die Umgebung des MuUpnnktes i 

laßt den Punkt ( — oder £ — co ^ 

als Windungspnnkt erster Ordnung ' 

der Funktion lo ^ -ry erkennen. 

Die Behandlung der allgemeinen 

Potenz w =■ i" erfordert keine neuen 

Flg. 11. Hilfsmittel. Für positives ganzzahliges 

n wird die .^-Fbene durch die Funktion 
w = «" auf eine M-blättrigeR.F. abgebildet. Den Punkten z =- und 
^ = 00 entsprechen in der w-Ebene die Windungspunkte (« — l)**^ 
Ordnung, und umgekehrt verzweigt sich die Funktion e -- yw 
in den Punkten w — und iv — oo, welche Punkte als Ver- 
zweigungspunkte («— l)"' Ordnung anzusehen sind, weil in ihnen 
alle n Zweige der Funktion zusammentreffen. Zugleich sind die 
Punkte Ä = 0, 2 — oo bzw, (f =— 0, w = oo singulare Funkte 
für die Abbildung der FUchen aufeinander: beim Übergang von 
der 2-Ebene zur u'-Ebene findet für sie n-malige Vergrößerung 
der Winkel statt. Die in der «--Ebene K-deutige Funktion Y",- 
ist auf der E. F. der n"" Wurzel eindeutig. Die Verbindung des 
n*™ Blattes mit dem ersten erfolgt hier unter Durchkreuzung aller 
anderen Blätter. Ein Fundamen talbereich der 2-Ebene ist z. B. 
der Fläohenraum desjenigen Winkels, dessen Punkte (r, tp) durch 
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die Bedingung 0^g> <C— charakterisiert Hind. Diesem Bereich 
entspricht gerade der Zweig der rt*™ Wurzel, dar für reelle IP > U 

selbst reell und positiv wird. 

Das Verhalten der auf Biemannschen FtSchen erklärten ana- 
lytischen Funktionen bestimmt oft den Charakter der Funktionen. 
Die Ableitung funktionell theoretisch er Sätze wfirde aber den dem 
Hauptgegenstand zu widmenden Raum zu sehr einengen; wir 
werden die erforderlichen Sätze ohne Beweis benutzen und das 
Studium der Biemannschen Flächen nicht als Selbstzweck, son- 
dern nur so weit betreiben, als zur Vermittlung der elementarsten 
Kenntnisse erforderlich ist. Im Verlauf der Darlegungen werden 
uns noch einige Riemannsche FlSohen begegnen. Als etwas kom- 
plizierteres Gebilde dieser Art konstruieren wir die zur Abbildung 



gehörige Riemannsche FUche. 

Dem Fundamentalsatz der Algebra zufolge gehören zu jedem 
Werte w genau «Werte a. Die Gesamtheit aller Punkte z wird 
also auf die n-fach bedeckte lo-Ebene abgebildet. In der Idee 
trennen wir wieder die n gleichen Werte ui, die den verschiedenen 
Werten e entsprechen, indem wir n übereinanderliegende w-Gbenen 
zu Hilfe nehmen. Bei Bt«tiger Änderung der Lage des Punktes i 
verschiebt sich dabei der entsprechende Punkt w — allgemein 
zu reden — in demselben Biatt, jedem der n Blätter entspricht 
ein Zweig der Funktion z. Ein kleiner Kreis um einen beliebigen 
Funkt z geht wegen der Konformität der Abbildung in einen 
kleinen Kreis um das Bild w über. Ausnahmen finden nur statt 
in der Umgebung der singulären Stellen, die als Wurzeln der 
Gleichungen -j- — 0, -j- — oo sich hier aus 

«"-» — 1 -0, «"->- 1 = Oo 
ergeben. Die Abbildung besitzt daher n singulare Punkte: die 

(» — 1) Punkte «, — e "-^ für i = 0, 1, 2, . . . M — 2, die die 

Ecken eines regulären, dem Einheitskreis eingeschriebenen Poly- 
gons bilden, und den Punkt 2 ^ oo, Die Art der Singularität 
erkennt man aus der Entwicklung der Funktion in der Umgebung 
der Stelle e — e':. 
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»-((«-«') + «y -n{(ß-g')-\- /) 

= /--«/ + n(/-i-l)(«-ii') + (;)/->{«-«')' + ■■-■ 
ZnntLclut ergibt sich nochmals aus: 

^_„(.--._i) + .(„_i),-.-..(._.-) + ..., 

dafl die Ableitung für « — / nur in den Punkten «, verschwin- 
det, in denen «'""' — 1 ist. Weiter aber lehrt die Darstellong 

» - (.,■ - ««j + . + (5 «,-•(« -«,)' + ■ • ■, 

die in der Umgebung der « — 1 im Endlichen gelegenen singn- 
Itlren Punkte gilt, daB w — (e^" — nx^ in diesen Punkten von 
zweiter Ordnung wird; nicht von höherer, weil (_) t'"* für 
C^""' =— I nicht verschwinden kann. Die Funktion 

Kt — (Zj" — H*^) — W -f (« — 1) «_[ -= M' — W^ 

verhKlt sich also in unmittelbarer Umgebung dea Punktes ^ =^ z^, 
wo höhere Potenzen von i — ^i TemachUssigt werden könDen, 
wie die ans wohlbekannte Funktion a (2 — 2^ . FQr t — ^i tritt 
Winkelverdopplung ein, den Punkten « — ^^ entspredien mitbin 
Windnngspunkte erster Ordnung. Im Unendlichen (to ~ 00) hängen 
alle BMter zusammen, der Punkt w — 00 ist ein Windungs- 
pnnkt (n — 1)'" Ordnung. Denn fllr hinreichend große e wird w 
mit beliebiger Genauigkeit durch «1 = 2* dargestellt Den Pimkten 
« — «j entsprechen die Shnlich angeordneten Punkte 

Der Aufbau der Fläche geschieht nach folgender Anweisung. Im 
ersten (untersten) Blatt werden die (n — 1} Punkte Wj markiert 
und von ihnen aus VerzweigungsBchnitte ins Unendliche gezogen, am 
einfachsten geradlinig in der Richtung von nach Wg, Wj,' ■■k'„_j. 
Die Schnitte bezeichnen wir in dieser Reihenfolge als ersten, 
zweiten, - • -. Im zweiten Blatt wird nur der erste, im dritten 
nui- der zweite, ■ ■ ■ im n*" Blatt nur der (n — l)" Schnitt aus- 
geführt. Die Runder jedes Schnittes werden mit den unter ihnen 
liegenden Bändern des Schlitzes im ersten Blatt kreuzwsis vereinigt. 
Eine genauere Erörterung lehrt, daB, bei passender Fixierung der 
»Zweige, der Verzweigungspunkt erster Ordnung Wj(i""0, 1, 
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2, • - ■ n — 2) im ersten imd (I 4- 1)*** Blatt lie^, so daB bei 
Umläufen am diesen Fonkt die Zweige 1 und (A + i) zylclisoh 
ineinander übergehen. Das erste BÜtt hängt mit jedem der 
andern (n — l) Blatter in einem im Endlichen gelegenen Ver- 
zweigungspnnH zusammen, w&brend ein solcher Zusammenhang 
zwisdien den übrigen Blättern unter sich nicht besteht. Dagegen 
winden sieb alle Blätter um den Funkt tc ~> oo derart, daB bei 
richtig gewühltem Drehsinn ein Umlauf um den Funht w = oo 
nacheiuvider durch die Blätter 1, 2, 3, • - - n, 1 ftthrt. 

IL Spesielle F&lle, a) Die Innenfläche des WinkeU «n, 
dessen Scheitel in e — und dessen einer Schenkel anf der po- 
sitiven iG-Achae liegt, wird durch die Funktion 



auf die positive w-Halbebene abgebildet. (Das gilt auch, wenn' 
u kein genauer Bruchteil der Einheit, das n der vorigen Nummer 
keine ganze Zahl ist.) 

b) Der zu der Fläche unter a) gehörige Sektor des Einbeits- 
kreiaes wird durch dieselbe Funktion auf den in der oberen Halb- 
ebene gelegenen Halbkreis mit dem Durchme^er (— 1 - • - -f- l) 
abgebildet. 

c) Das Kreisbogenzweieck mit den Ecken z — a, e — Ii und 
dem Winkel an wird nach Nr. 8 durch e' — c' ■ _. bei ge- 
eigneter Konstantenbestimmung auf den Winkelraum unter a) und 
daher durch i 



auf die Halbebene abgebildet. 

d) Der Halbkreis ist ein Kreübogenzweieck mit « ■■ y Sind 
e ^ ± 1 seine Ecken und liegt e = i auf dem Bogen, so ver- 
wandelt 

i 1 — 1 
ihn in eine den eMen Quadrant«n bedeckende Viertelebeue und 

in die positive Halbebene. 
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e) Wendet mui auf die unter a), o), d) erhaltenen Funk 
W nochmals die Transformation 

l w — i 

an, so geht die ».--Halbebene in das Innere des Ginheitskn 
fiber. Man kann daher Winkel, Sektor, Kreisbogenzweiecl 
auf den Einheitskreis konform abbilden. Für den Sektor si 
Transformation wirklich angegeben werden. Der nach b) 

w ^ jf" erhaltene Halbkreis wird nach d) darch 



auf die Halbebeue und diese nach e) a 
Kreis abgebildet: 



,fef 



f) Die von nach +00 geradlinig aufgeschlitzte e-Ebene wird 

durch tcyz auf die Halbebene, durch s •■ -;- ^ auf den 

• V' + i 
Kreis abgebildet. 

g) Der längs (0 • • ■ + 1) aufgeschlitzte Einheitskreis der 
«-Ebene (Fig. 23) wird durch Ye auf den Halbkreis, mithin durch 

■yi+i 






auf das Innere des nicht aufgeschlitzten Einheitskreises s ab- 
gebildet. Das Resultat folgt auch ohne weiteres aus e) für « = 2. 
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b) Auf der reellen Äohfie der e-Ebeoe liegen die Punkt« a 
und b (a>b). Die Ebene wird iBnga der Achse von a nach 
+ oo und von b nach — oo aufgescblitzt, oder besser au^edrttckt: 
die «-Eben« wird durch einen von a durch das Unendliche nach 
b gefnhrten Schnitt gespalten. Durch / ■• — 7^ erhalten wir 
statt dieser Figur eine Ebene, die von (^ ■- a) flber 1 (; ~ 00) 
nacb 00 (n — b) anfgescblitzt ist. w — Y^' fOhrt zur Halbebene. 

i) Ist der Schnitt nicht wie unter h), sondern direkt von a 

nach b geflibrt, so bat man zuerst die Abbildung / — ^—i 

beranzuzieben, die den Punkt 
« ^ 00 nai^ — 1 bringt; dem ^ 
Schnitt (a • ■ ■ b) entspricht 'y^ 
also der von nach 00 ge- 
ehrte Schlitz in der :i'-Ebene, 
der nicht durch «:' — — 1 
gebt (positive reelle Aobse). 

k) Die redite «-Halb- 
ebene, fflr deren Punkte _^L^ 
x^O ist, sei von 1 Ungs 
der x-Acbse bis ins Unend- f^ 
liebe aufgeschnitten (Fig. 24). 
Durch die Transformation *~ 

£ 1 

geht der gerade Schlitz wieder in eine Gerade, die Grenze X ^ 
in einen Kreis Über. Durchlauft man den ganzen Rand des e-Oebiets 

* — -|- c» t über t, 0, — i, 00, 1, 00 



'^y;y};yM^ 



in einem fortlaufenden Zage, f 
w — 1 aber t, - 



gelangt man enteprechend von 
L,— *, 1,0,1. 



Hieraus folgt unter Beachtung des innegehaltenen positiven üm- 
laufssinnes, dafi das Innere des «-Gebiets auf das Innere des in 
der «-Ebene gelegenen, ISnga (0 ■ ■ ■ l) aufgeschlitzten Einheits- 
kreiaes abgebildet wird. Die Bejiandlung kann nach g) fortgesetzt 
werden. 

I) Als letzte Anwendung dieser Art wollen wir ein gewisses, 
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von zwei Geraden nnd einem Kreisbogen begrenztes Dreieck (Fig. 2 Ö^ 
auf einen Halbkreis abbilden. Eine sp&tere Aufgabe wird die 
merkwürdige Gestalt 
und die auffallenden 
Vorschriften recht- 
fertigen. Das abzu- 
( oo bildende Gebiet be- 

steht aus drei Teilen 
I,n,m. Der Teil ni 
ist der erst« Quadrant 
des Einheitskreises der 
Fl«. IE, u. 2-Ebene, Teil II der 

vierte Quadrant des- 
YOn n zur vierten Tiertel- 
auf das Imere der in der 
negativen Halbebene s 
gelegenen Hälfte des 
Einheitskreises abge- 
bildet werden , daß 
dem durch e =^ i, 0, 
00 angezeigten posi- 
tiven ümlairf der eben - 
' falls positive, durch 
die entsprechenden 
Punkte a = 1 , — 1, 



selben Kreises nnd Teil I die Ergänzung 
ebene. Das Innere des Gebiets soll so 




Fit. »t, lU. 



— i führende Umlauf um den Halbkreis entspricht. 

Bei der Reihe aufeinanderfolgender Abbildungen ist der Text 
knapp gehalten, die Figuren aber zeigen 
alles deutlich. Die 
Transformationeii 
sind derart einge- 
richtet, daÖ nur 
gerade Linien und 

Kreisbogen als 
Teile der Begren- 

"*"■ -■■— t - zuag auftreten. In 

allen Figuren ist die Lage der Teile I, II, III zu erkennen, wobei 
zu beachten ist, daB alle drei Gebiete nur einen Punkt {g •=' 1) 
gemeinsam haben und dafi III mit II und H mit I (nicht aber Hl 
mit I) zusammenhängt. Die Stellen, an welche die 1 Punkte 
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^ e — i, 0, oo, 1 gel&Bgen, sind überall besonders kerrorgehoben, 
□nd durch in Klammem beigfefQgtes (i), (O), ■ ■ - wird auf den 
Ursprang in der lE-Ebene hingewiesen. Das Bild der Strecke, die 
die Punkte £ = nnd z — i direkt verbindet, ist in allen Ebenen 
durch starken Strich kenntlich gemacht. 

Durch Transformation mittels reziproker Radien g^hen wir 
Ton der 2-Ebene zu der z, -Ebene aber: 
. «—1 

Den Punkt«» r « i, 0, oo, 1 entsprechen 

«, — l,i, —i, 0. 
Die Abbildong fOhrt zu einem Sektor mit dem Winkel <rn — ^ '^■ 
Durch 



.i. 



iv5 



,.+ 1/ 

geht der Sektor (bei passender Bestimmung der dritten Wurzel) 
in den Halbkreis der i^j-Ebene über. Der Strecke (i . . . 0) ent- 
spricht aber nicht, wie verlangt, der DurehmesBer, sondern der 

Secbstelkreis, der die Funkte ^^ ~ 1 und c^ — e^ rerbindet. Die 
vier Punkte 

^, -1, t, — i, 
kommen nach 

.,_1,,?_1+JJ«,_1,0. 
Durch 

- «, — I 

^> " * ■ ^, +-1 ■ 
wird der Übergang zu einer Viertelehene «j vollzogen. Unsere vier 
Funkte haben die Lage 

?,-0, -^, oo, i. 

Indem man die Viertelebene dnrcb z^* auf eine Halbebene abbildet, 
diese wieder durch reziproke Badien in eine negative Halbebene 
transformiert, wobei der Strecke « = (0 , , . i) der positive Teil 
der Achse des Reellen entspricht, gelangt man durch Wurzel- 
ziehung zur Ebene 

L*w*Dt: KonfoimB AbhJlduDi. 6 
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1 



wo dem e-Gebifit der vierte Quadraot der Ebene entspricht. 
Die rier bemerkenawertea Punkte der Ej-Ebene sind hier an die 

Stellen 

Z. — OO,0,—i, ;t 

gerflckt. (Die Vorzeichenbestimmung ergibt sich ohne weiteres 
aus der Figur.) Durch 

e, — 1 

wird die verlangte Abbildung auf den Halbkreis geleistet. Den in 
der f^-Ebene markierten Punkten oder den Punkten der ÄuHgajigs- 
ebene 

« — i, 0, oo^ 1 

entsprechen die auf der Begrenzung des Halbkreises liegenden 
Punkt» 

Die einfach auszufahrende Elimination von t^, t^, Zj, e^ aus den 
Transfonnationsgleichongeu liefert s als Funktion Yon x. 

12. Eine andere Methode, erläutert au der Abbildung 
w ^ t'^. Wir wenden uns tu einer Methode, die sich oft als nütz- 
lich erweist. Im Anfang der Nummer 10 ist sie angedeutet. 
Hier soll sie auf die Abbildung w ^ z* und ihre Umkefarung an- 
gewandt werden. Aus der Darstellung 

w — M -f »ti — (x + t^)* — !c* — y' + 2« aijT 
ergeben sich zwischen den Cartesischen Koordinaten beider Ebenen 
die Beziehungen: 

(1) M " a;* — y*, 11 = 2xy. 

Sie besagen, daß die Kurven u — const, u — const in der e-Ebeue 
zwei orthogonale Scharen gleichseitiger HTperbeln sind. Die 
Achsen der ^-Ebene sind für die erste Schar Symmetrieachsen, 
für die zweite Schar Asymptoten (Fig, 26). Betrachten wir für 
eine bestimmte Hyperbel 1xy = v^ den Ast, dessen Punkte positive 
Koordinaten besitzen. Durchlaufen wir ihn in der Richtung von 



r-- 
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a(}/ — oo,x — 0) ober 6 (y — i) nach c (y — 0, * ■- oo), bo erhalten 
wir als Bild in der w-Ebene (wegen v '^ const) eine Parallele 
zur Achse des Beeilen, deren Pnnkte der Gleichung u = x* — y* 
zufolge im Sinne wachsender Abszissen von Ä(u — — oo) über 
S (m — O) nach 0(m = + oo) durchlaufen werden. Hyperbeln 
V ^ const mit größerem Parameterwert, wie (Uj, 6,, %) der Figur, 
liefern Gerade (j4|, Bi, 0,), deren Abstand von der Abszissen- 
achse größer wird. Daher entsprechen bei der Abbildung w — 
den zwischen den Hyperbel&sten (et, h, e) und (a^, b^, c^) ge- 
legenen Punkten umkehrbar eindeutig die Punkte des Parallel- 
streifens, der von den Geraden {A, B, 0) und (A^, B^, C,) be- 
grenzt ist. Die Funktion w—e' 
bildet das zwischen den beiden 
Hyperbeiasten liegende Flll- 
chenstüük konform auf einen 




Parallelstreifen ab, Elickt (o,, b,, (",) bis insi Unendliche, so 
wandert auch B^ in den unendlich fernen Punkt. Mithin wird durch 
iü = X* das Innere der gleichseitigen Hyperbel xi/ — const auf eine 
Halbebene abgebildet. Läßt man (a, b, c) nach der andern Seite 
in die positiven Teile der x- und y-Achse übergehen, so erhalten 
wir die uns bekannte Abbildung der Viertelehene auf die Halb- 
ebene wieder. 

Wir wollen jetzt umgekehrt die ?-Ebene durch 

abbilden, (Die Buchstaben ändern ng wird nach diesem Hinweis 
gewiß keine Verwirrung herTorrufen.) Aus den Gleichungen 
(2) u* — v^ = x, 2uv'-y 

folgt 
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(Sa) y*--4M*(«* — x) bzw. 

(3b) j,>_4,'(,,' + ,). 

Ifach (3a) entsprechen den Geraden w = const nach links sich 
Uffnende Parabeln mit dem Scheitet x — u^ und dem Brennpunkt 
a; =. 0, y = 0. Der orthogonalen Schar v = const entsprechen 
nach (3b) wieder Parabeln, deren Brennpunkte im Nullpunkte 
liegen, die die :r-Achse als Symmetrieachse besitzen, die sich aber 
der Lage x — — w' ihrer Scheitel entsprechend nach rechts ins 
Unendliche erstrecken. 



1 




h. , 



Greifen wir wieder aus der ersten Schar eine bestimmte Pa- 
1 heraus, etwa 

dem Parameter « — 1 entspricht. Ihr Bild (m — l) ist 
ier w-Ebene die durch den Punkt w = 1 zur D-Achse ge- 
ne Parallele. Dem veränderlichen Karvenpunkte (x, y) ent- 
;ht der für m » 1 aus der zweiten Gleichung (2) sich be- 
nende Wert V = -|- ■ Verfolgt man also die Parahel im Sinne 
c (Fig. 27) von Punkten mit großer positiver Ordinate durch 
— 0) zu Punkten mit großer negativer Ordinate, so wird die 
ide u =• 1 immer in der Richtung A, B, vom positiv Un- 
ichen durch B(v ^Q) nach dem negativ Unendlichen durch- 
m. Laßt man, wie in der vorigen Aufgabe, den Parameter m 
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Ton 1 an stetig wachsen bis zn dem Werte u = u^, so wird das 
ganze Gebiet zwischen den beiden Parabeln u — 1 und u » Mg 
„ansgefegt". Durch w =y^ wird daher das Gebiet, das von den 
beiden Parabeln begrenzt wird, auf einen (vertikalen) Halbstreifen 
abgebildet. Der Bereich der z-Ebene geht in das ÄuBere der 
Parabel (4) über und gleichzeitig der Parallel streifen in die rechts 
von der Geraden u — 1 gelegene Halbebene, wenn der Parameter 
Ug unendUcb grofi wird. Wir haben daher gefunden, dafi das 
Äufiere der Parabel (4) durch w •- yz auf die Halbebene m > 1 
abgebildet wird. Da durch s = 1 diese Ebene in äea Ein- 
heitskreis flbergeht, können wir den Satz aussprechen: 

Durch die Funktion s — > — ^ — 1 wird das ÄuSere der 

Parabel ^ = 4 (l — :r) zusammenhangend und in den 
kleinsten Teilen ähnlich so auf das Innere des Einheits- 
kreises abgebildet, dafi dem Scheitel (« = l) der Funkt 
3 = 1 und demPiinkte s = 4 der Mittelpunkt des Ereises 
entspricht. 

Der unendlich ferne Punkt «■- co kommt nach s^— — 1, und 
dem außerhalb des betrachteten i^-Gebiets liegenden Brennpunkt 
2 B entspricht der SuBere Punkt des Kreises s = oo. Es ist 
vielleicht nicht überflüssig, darauf hinznweisen, daQ nicht etwa das 
Innere der Parabel auf das Äufiere des Eintaeitskreises oder auf 
die links von u ^ 1 gelegene Halbebene w abgebildet wird. Wir 
wissen ja, daß durch w* '-' Z die zweiblättrige Riemannsche Fläche, 
die die ganze ir-Ebene doppelt Überdeckt, punktweise eindeutig 
der einfachen «r-Ebene zugeordnet wird. Die zweite Hälfte der w- 
Ebene ist daher das konforme Abbild desjenigen Flächen stücks, 
das das Äußere der Parabel zur zweibtättrigen Riemannschen 
Fläche ergänzt. 

Wenn in der oben angestellten Betrachtung die Parabel mit 
kleinerem Parameterwert durch abnehmendes m allmählich in die 
doppelt bedeckte negative a;-Achse übergeht, ergibt sich die Ab- 
bildung der aufgeschlitzten «-Ebene auf eine Hatbebene u>. 

13. AbbUdimg von Oebieten, deren BegrenKung von 
Ellipsen oder Hyperbeln gebildet wird. Die mit reellen 
Konstanten gebildete Funktion 






£ 



Qi III. S|>euelle AbbilduugunfgKben. 

liefert eine Abbildung, bei der nach den Gleichungen 

den Geraden m — const, v — const in der «-Ebene Kurven dritter 
Ordnung entsprechen; ebenso entaprechen den Geraden j; — const, 
y — const in der H>-Ebene Kurven dritter Ordnung. Interessanter 
sind die Bilder der Kreise 

(2) x* + s' = r* 

und ihrer orthogonalen Trajektorien, der Geraden 

(2>) !--«■ 

Unter der Bedingung (2) ergibt sich aus (l): 

(3) 7«-^-+7ä-^.-' 
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Eliminiert man dagegen x und t/ aus (l) unter Hinzuiiehung von 
(2a), so erhält man: 

(3a) iaß 4cp-c' = ■ 

1 + c' 1 + c« 



iiität c — 
der Schar 



durch die 

ß--i 

IS also mit 



(!+")■ (i-r ■ j 
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(4) 

(4.) 

(4a) geht in (4) über, wenn g durch ix und w durch tw ersetzt, 
beide Ebenen also um 90' gedreht werden. Damit ist (4a) er- 
ledigt. Beide Fälle (4) und (4 a) könnten wir mit der Bemer- 
kung abtun, daß die Gleichungen mit den anderen 

r+^=tr+-J bzw. ^—.-^^ 




identisch sind, die Abbildungen (4) und (4 b.) mithin nach vor- 
li ergegangenen Transformationen beider Ebenen mittels reziproker 
Ba^en auf die in Nr. 10 behandelte Abbildung w = z^ führen. 
Jedoch bietet das unmittelbare Studium der Funktion (4) eine 
bessere Einsicht. Anklänge an Früheres, namentlich an einige 
der unter a) bis k) der Nr. 11 behandelten Abbildungen werden 
auftauen; sie sollen aber nicht weiter verfolgt werden. 

Jetzt ist ftlr beide Kurvenacharen die Exzentrizität c = 1, 

ffir die dem Kreis (r) entsprechende Ellipse ist a = -5- ( 1- r I , 

r\ und für die der Geraden ^ — ex entsprechende 
Mit der för 



Hyperbel schließlich a 



VH 



yr+i 



den Wert b getroffenen Wahl des Vorzeichens ist eine Beschrän: 
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kung auf Kreise gegeben, deren R&diu8 kleiner als 1 ist. Nimmt 
r Ton einem bestimmten Wert (< l) stetig ab bis 0, so Qber- 
streicbt der sich immer mebr verengende Kreis das g&nze Innere 
des Kreises (r). Gleichzeitig nehmen a und h zu und wachsen fiber 
jedes augebbaxe Maß hinaus; die ver&nderliche Ellipse fegt daher 
das ganze Gebiet der tc-übene aus, das auflerbalb der festen, zum 
Parameter r gehörigen Ellipse liegt. Das ÄuQere dieser Ellipse 
ist also auf das Innere des Kreises (r) abgebildet. Will man die 
Abbildung anf den Einbeitskreis anstatt auf den Kreis mU dem 
Radius r(^a — b), so ist ü durch -^ . zu ersetzen. Die zwischen 
den Funkten beider Fl&ohen bestehende Beziehung lautet 
,„ (a-6)*»*+l 
a(a-6)e 
oder umgekehrt: 



Die Funktion «= - , vermittelt die kon- 

forme Abbildung des Äußeren der Ellipse ^ + ^i=l 
(a* — 6' = l) auf das Innere des Einheitskreises der 2- 
Ebene. 

Das Vorzeichen in der Funktion g von w ist richtig gewählt, 
weil dem Punkte fc ~ oo ein innerer Punkt (z ■■ 0) entsprechen 
muß, bei entgegengesetztem Vorzeichen der Quadratwurzel aber 
s =■ oo fOr IC — oo werden würde. Das Binggebiet zwischen zwei 
konfokalen Ellipsen wird gleichzeitig auf einen Ring zwischen zwei 
konzentrischen Kreisen abgebildet. Läßt man den Parameter r in 
Null fibergehen, so zieht sich die Ellipse auf das doppelt bedeckte, 
zwischen den beiden Brennpunkten gelegene Stück der reellen 
Achse zusammen, und die Funktion e = w — yw* — 1 gibt eine 
Abbildung der längs dieser Strecke aufgeschlitzten w-Ebene auf 
den Einheitskreis (Nr, 11). 

Wir untersuchen nun genauer, wie sich die Punkte der Ge- 
raden — = c und der Hyperbel 

einander zuordnen Wir nehmen c > an und betrachten nnr 
den im ersten Quadranten verlaufenden Strahl, fär den x und jr 
positiv sind. Für y =• ex wird; 
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Für sehr kleine positive Werte x, also nahe dem Urspraogs- 
punkte des Strahls y = ex, ist m sehr groß positiv, v negativ 
von sehr großem absoluten Betrage. Wandert der Punkt auf dem 
Strahl von fort, so wird « kleiner, v (rrößer. Für x -= , 

. yr+c' 

= a ist 17 = geworden (Scheitel), u hat seinen (stets positiven) 
kleinsten Wert u =~ a erreicht. Yon nun ab bleiben u und v po- 
sitiv und werden mit x unendlich groß. Dem von der negativen 
zur positiven Seite durchlaufenen rechten Äst der Hyperbel c entr 
spricht der von ins Unendliche verfolgte, im ersten Quadranten 
gelegene Strahl y — ca: (Fig. 28). 

Größeren Werten c gehören steilere Gorade p — ex an und 
entsprechend Hyperbeläste, die sieb mit den Scheiteln der t^Acbse 
mehr nähern. Wächst c von Cj^ bis c^, so überstreicht der Strahl 
der B-Ebene die Flüche eines spitzen Winkels, während der ver- 
änderliche Hyperbelast das ganze zwischen den Ästen c — c^ und 
c *• <j befindliche Gebiet ausfegt. Der Winkel und der von den 
Hyperbeln begrenzte Bereich sind somit konform aufeinander ab- 
gebildet. Die Hyperbel c.= Cj geht für Cj — oo in die »-Achse 
über, der Strahl y ^ cx fÄllt mit der positiven y-Aohse zusammen. 
Auch das von dem Ast der Hyperbel c -= c, und der Achse des 
ImaginBren (imagin&ren Achse) eingeschlossene Gebiet ist auf einen 
Winkel abgebildet. Die Größe des Winkels tc findet man aus 
cot a — C^ zu (( -^ arc cot C^ mit der näheren Bestimmung 
< « <; -g- • Der Hyperbelast c^c^ verwandelt sieh für c^ -= 
in den vom Brennpunkt tc = 1 ins Unendliche reichenden Teil 
der Achse des Reellen. Die Funktion « — «; — }/w' — 1 bildet 
daher auch (Nr. Li) die längs (1 ■ - -{- oo) aufgeschlitzte rechte 
Halbebene auf eine Yiertelebene ab. Da die Abbildung eines Win- 
kels auf die Halbebene (oder den Ereis) nach Kr. 10 bekannt ist, 
kSnnen alle genannten Gebiete auch auf die Halbebene abgebildet 
werden. Für die gleichseitige Hyperbel C — ' 1 beispielsweise ist 
((=-—, und man hat nur von 2 zu ä* überzugeben, um das von 
der gleichseitigen Hyperbel und der v-Achse begrenzte Gebiet auf 
eine Halbebene abzubilden. 

Es ist leicht zu sehen (äib eiafachstep nach einem sp&ter aus- 
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eiuEUid«rznsetzenden Prinzip), daB gleichzeitig der in bezng auf 
die imt^nlLre Acbae gespiegelte Bereich der w-Ebene tmd der 
ebenfalls an der imaginSren Achse symmetrisch wiederholte Winkel 
der «-Bbeae einander entsprechen. Dnrch die Funktion 

2 — w — yv!* — i 
wird mithin das äuflere (den Mittelpunkt enthaltende) Gebiet der 
Hyperbel 

auf einen Winkel 2a abgebildet, fOr den 

tt ■■ ajc cot c 10 < tt ^ -ä) ist. 

Für a — Y ergibt sich (Nr. ll) die Abbildung der von den 
Punkten + 1 und — I beiderseit« ins ünendlidie aufgeschlitzten 
HT- Ebene auf die positiTe Ealbebene z. 

Die singtilftren Punkte der Abbildung 

ergeben sich aus -j— ~ -äy- »)' Sie sind ä — 0, « >- + 1, 

« — — 1. Der Punkt « = ist ein Pol erster Ordnung. In der 
Umgebung der Stelle « — 1 (ähnlich für « = — 1 ) ist 

"-Y^ + fMr-J-Tf'+i + (»-') + (>-»)■ + ■■■] 

oder 

»■-i-i(i-.)'-[i + (i-»)+--i. 

Den Punkten £ — ± 1 entsprechen Windungspunkte erster Ord- 
nung in der w-Ebene. Die Punkte w = ± 1 sind einfache Ver- 
zweigungspuukte für das Argument der Funktion z, wie ja aus 

z = w— V'i?^^ 
auch ohne weiteres erhellt 
An die Gleichungen 

„_.1A + . ' \ ,--lA^ i1 
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anknüpfend bemerken wir, d&B für x — auch u ~ wird. Da 

für Tersoh windendes a; sich f = -s-(y ) ergibt, wird die ganze 

imaginäre Achse u ^^ in der Richtung von oben nach unten 
durchlaufen, wenn sich z auf der y- Achse von oben her bis be- 
wegt. Es gehören zusammen: 



' oo t. 







und 

tp — coi, 0, — ooi. 
Man erhalt « — für die Gerade y = und den Einheitskreis 
ic' + y' — 1- Für y = wird u = -i- (x + y) ■ Hieraus er- 




kennt man: Bewegt sich t auf der ^E-Achse von t ^^ -Y 'x> nach 
s — 1 , so wandert w auf der «-Achse tob w ^= + oo nach w -= 1, 
Denselben Weg durchläuft w rückw&rts, wenn ü die Strecke 
(l . . . O) zurücklegt. Wenn z den negativen Teil der «-Achse 
sich entlang bewegt, geht w längs der u-Acbse von — oo bis 
zum Punkte « — — 1 , der dem Punkte « = — 1 entspricht. In 
diesem Punkte kehrt vi um und entfernt sich wieder ins Unend- 
liche. Es entsprechen sich also 

e — -f-cx),l, 0,-1,-00 

und 

w=— 4-co, 1, ±oo, — 1, — oo. 
Für Punkte des Kreises a;' -(- y* =• 1 ist ii — und « — a;. 
Bei einem Umlauf des Punktes z bewegt sich w zwischen den 
Punkten + 1 und — I auf der u-Achse hin und her, wobei sich 
enti^rech«n: 
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«-1, », — 1,-t, 1 
und 

w- 1, 0, - 1, 0, 1. 
Durch die Achsen und den Einheitskreis wird die 2-Ebene in 
Ächt Gebiete, I bis VIH der Figur 29, zerlegt. Wir umfithren 
du Gebiet I In positiTem Sinne und merken besonders die Punkte 

Z = 1, + 00, + 00», », 1 
»n. Zu diesem Linienzuge gehört in der ui-Ebene der Weg 

w — 1, + CO, + oot, 0, 1, 
der als positiver Umlauf um die erste Tiertelebene ic aufzufassen 
ist. Das von diesem Zuge umschlossene Gebiet I' entspricht 
punktweise eindeutig (wie leicht zu sehen) den Punkten des Ge- 
biets I. Beide Gebiete sind daher konform aufeinander abgebildet. 
Von der Zuordnung der Bereiche It, III, lY und der Yiertelebenen 
U', m', rV' überzeugt man sich ebenso. Die Abbilder von V bis 
Vin decken sich mit denen von I — IV und werden in einem 
zweiten Blatt untergebracht. Die Gebiete I' und IT' hängen 
nur lAngs (0 . . . l), dem I und lY trennenden Kreisbogen ent* 
sprechend, zusammen. Die beiden Blatter sind demnach von -f* 1 
bis -f oo (ebenso von — 1 bis — oo) aufzasohlitzen. Verbindet 
man wieder wie früher die Übereinander liegenden lUuder der 
Schnitte über Ereuz, so erbftlt mau die zu der algebraischen 
Funktion i =■ tc — yw* — - 1 gehörige zweiblättrige geschlossene 
Kiemannsche Flache. 

14. Abbildung durch einige einfaoh perlodiBolie Fnnk- 
tionen. Unter den transzendenten Funktionen verdient die Funk- 
tion w = f{t) = e* und ihre Umkehrung e — 91(1*) = law die 
erste Stelle. 

I. Die Funktion w = e* besitzt die Periode 2nt. Denn weil 
e*"' = 1 ist, besteht die Gleichung 

fi, + 2.i) - e-*-' - fe"' - «• - /■(.). 

II. Der zwischen den Geraden y = und y = ^n liegende 
Parallel streifen von der Breite 2« ist ein Fund&mentalbereich der 
iE-Ebene. Dabei sind die Punkte der Geraden jf — Sic dem Be- 
reich nicht zuzuzählen. 

Denn l) eiistiert zu jedem Punkte n^ der z-Ebene ein und 
nur ein (zn ihm modulo 2n:i kongruenter) Punkt e^ im Innern 
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oder anf dem Bande y = des Streifeiu, der nur nm ein ganz- 
zabligea YielfaoheB von t^ verschieden igt; tc nimmt also sicher 
alle Werte, deren es f Ihig ist, fOr die Punkte t^ des Streifens an. 
2) Es wird sich zeigen, dafi zu verschiedenen Punkten x^ auch 
verschiedene Punkt« tc gehSren und allen Punkten des Streifens 
die Gesamtheit aller Punkte der w-Ebene entspricht. 

Aus w — M + if — e'+'S'-e'e'»'— «»(coBy + iBiny) folgti 
(1) M — e*cosy, V — e'siny. 

HL Den Geraden y = const entsprechen die Strahlen - — tg y 
der Ki-Ebene. 

Für < y < Y sind nach (l) m und v beide positiv. Der 
Strahl — ■= tgy ßllt also IBr y = mit der positiven u-Ächse 
zusammen und dreht sich in positivem Sinne um 90", wenn die Ge- 
rade y — const eine Parallel Verschiebung zur y-Achse von y — 
bis y — Y erfahrt. Er flberstreioht den zweiten, dritten, vierten 
Quadranten, wenn die Gerade y — const weiter von y —-^ hia 

y ^ jr, von y ~ a bis y ~" -ö" ^^^ ""^ ^ ™ 's" "^ * " '^■^" 
schoheu wird. Gleichgroßen Verschiebungen der Geraden ent- 
sprechen ilbrigens Drehungen des Strahls nm gleiche Winkel. 
DurchUuft man die Gerade y -^ const von Unks nach rechts, so 

wandert der Bildpunkt w auf dem Strahl von ic = (fÖr x oo) 

durch die Peripherie des Einheitskreises {x = 0) ins Unendliche 
(x = oo). Die Punkte des Parallelstreifens zwischen y = Pq und 
j = y, werden daher den Punkten zwischen den entsprechenden 
Strahlen eindeutig zugeordnet; der Parallelstreifeu ist mithin auf 
den Winkel abgebildet (der seinerseits nach Nr. Ua auf die Halb- 
ebene oder den Kreis abgebildet werden kann). Insbesondere gilt 
der Satz: 

IV. Der durch die Ungleichheitsbedingung ^ y < w bestimmte 
Parallelstreifen wird durch die Funktion w — e" konform auf die 
positive UlÜite der w-Ebene abgebildet. 

Damit ist gleichzeitig die Abbildung aller deijenigen Gebiete 
auf die Halbebene gewonnen, die sich auf den Parallelatreifen ab- 
bilden lassen, ähnlich den von Parabeln und Hyperbeln begrenzten 
Flächen (vgl. Fig. 26, 27). Zu diesen Gebieten gehört auch das 
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Kreisbogenzweieck mit Spitze der Nr. 8b, du beispielsweise von 
der Achse des Beeilen and dem Kreis mit dem Badias 1 und 
dem Mittelpunkt « — » begrenzt sei (Fig. 18). Das zweispitzige 
Gebiet wird durch «j = — — auf einen Par&llelstreifen abgebildet, 
dessen Grenzeo y, = und ^i — ^ der 3--Aclise und dem Kreise 

^* + y' = 2y eutsprecheo. Durch «j = iite^ — wird der 

Streifen auf die Breite k gebracht und dann durch w ^ e'< => 

e ' auf die Halbebene abgebildet. Der rechten Spitze e ^ 
entspricht dabei der Punkt w = (der linken der Punkt w ^ oo). 
Bemerkenswert ist das Ergebnis: 

V. Durch die Funktion w ^ e ' wird die Umgebung der 
von einem Kreisbogen und der positiven Hälfte der ar-Achse gebil- 
deten Spitze auf die Umgebung des Scheitelpunkts eines gestreckten 
Winkels konform abgebildet. 

Natürlich hört die Konformität in dem singulären Punkt e ■= 
auf; entspricht doch bei dieser Abbildung einem Winkel von 0" 
ein solcher von 180°. AuSer diesem (wie so vieles andere von 
H, A. Schwarz herrührenden) Beispiel ist wohl auch heute noch 
keine weitere Abbildung einer Spitze mit vorgeschriebenen 
sich berührenden Linieu bekannt. (Dagegen ist es nicht schwer, 
Funktionen herzustellen, durch die sicher die Abbildung einer 
Spitze auf einen gestreckten Winkel erreicht wird; nur ergeben 
sich die Gleichungen der analytischen Linien, durch deren Berüh- 
rung die Spitze gebildet wird, erst nachträglich aus der Form 
der Funktion: einfache Ergebnisse sind auf diesem Wege nicht 
erzielt worden.) 

Der Streifen ^ )/ < 2jt wird durch w = f" auf die ganze 
längs der positiven HSlfte der Achse des Reellen aufgeschlitzte 
tr-Ebene abgebildet. Die Bänder des Schlitzes entsprechen dabei 
den Geraden ^ ^ und ^ =" 2 tc, die nicht miteinander zusammen- 
hängen (aufler in £ = oo). Die Verschiebung der Geraden y =- const 
von 2« bis 4«, von 4« bis Gn, . , ., auch von bis — 2«, von 
" 2;t bis — i%, . ., liefert immer wieder die ganze wEbene, 
die daher mit unendlich vielen Blättern zu überdecken ist, wenn 
man nach dem Vorgange Riemanns ein Bild von der unendlichen 
«-Ebene entwerfen will. Auf der unendlich vielblättrigen Riemann- 
scben Fläche ist die Funktion e = In w eindeutig, während in dec 
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8chli<^teii w-Ebeoe der Logaxithmua unendlich vieldeutig, nur bis 
auf Tielfache von 2ni bestimmt ist. Die Blätter der Riemaunschea 
Flache hangen miteinander zusammen, da der negative Kand eines 
Schlitzes und der positive Band des Schlitzes im folgenden Blatt 
aneinanderzuheften sind. 

Illa. Bei der AhbilduDg durch ic — n' entsprechen nach (1) 
den Geraden x = const die Kreise u* + n* = e". Der Punkt w 
wandert auf diesen Kreisen von e' über ie*, — e^ nach — »e* bis 
(^ zurück, wenn der Punkt e sich uif der Geraden x = const von 
1/^0 aufw&rts durch — , x, -^ n bis 2« verschiebt. 

Nach den Sätzen III. und Illa. entsprechen sich die inneren 
Punkte eines Rechtecks, das von zvrei Paaren achsenparalleler 
Geraden der ^Ebene gebildet wird, und die inneren Punkte eines 
„Rechtecks" der w-Ebene, von dem zwei gegenüberliegende Seiten 
Bogen konzentrischer Kreise, die beiden andern Stücke von Ra- 
dien sind. Speziell gilt: 

VI: Durch e =— In w wird ein lOngs der positiven Hälfte der 
Achse des Reellen aufgeschnittener konzentrischer Kreisring auf 
ein Rechteck von der HShe 2n in der «-Ebene abgebildet. Und 
weiter: 

Vli. Durch 10 = e* wird der links von der imaginären Achse 
liegende Teil des Streifens ^y <i it auf das Innere, der rechts 
gelegene Teil auf das Äußere des halben Einheitskreises abgebildet, 
und zwar detjenigen Hälfte, auf der die Punkte -(- 1, ', — 1 liegen, 

Mittels einer passend gewählten quadratischen Funktion von 
e' wird daher jeder der beiden Halbstreifen auf eine Halbebene ab- 
gebildet. 

Die Funktionen 



bedürfen keiner besonderen Behandlung mehr. Detm es ist sin s => 
cosi-- — «1, und die durch cose vermittelte Abbildung ergibt 
sich folge ndermafien : Durch positive Drehung der «-Ebene um 
90" geht Z in «i über. Die Abbildung der Ebene «i durch die 
Exponentialfunktion «, = e'' ist soeben erörtert worden. Weitere 
Transformation durch die aus Nr. 13 bekannte Funktion w = 



— («, -\ 1 liefert die Abbildung durch coss. 



74 UI. Sp«si«lie Äbbildaiigs»afg»beu. 

Die Benutzung früherer Resultate liefert z. B. den Satz: 
VIU. Die Funktion tr — cos £ vermittelt die Abbildung eines 
vertikalen Streifens der ü-Ebene (0 ^ « < «) von der Breite « 
auf die längs der negatiTen Bälfte der Achse des Beeilen auf- 
geschlitzte u'-Ebene, wobei den zum Rand parallelen Geraden und 
den darauf senkrechten Strecken im Innern des Streifens die 
Scharen konfokaler Hyperbeln und Ellipsen mit den Brennpunkten 
w — ± 1 entsprechen. 

Ein Streifen in ähnlicher Lage war uns &äher schon begegnet, 
als wir (Nr. 13) das ÄuBere der Parabel y* = 4(1 — x) durct 
£j = yje auf di^enige Halbebene 2, abgebildet fanden, deren 
Punkte rechts von der durch «^ '— 1 gehenden vertikalen Geraden 
li^en. Da bei der getroffenen Wahl des Zweiges der Quadrat- 
wurzel die Abbildung der ganzen Ifings der negativen H&lfte der 
Achse des Beeilen aufgeschlitzten e-Ebene auf die rechte Halb- 
ebene e^ (also auf die Halbebene, wo der reelle Teil von «i ^ 
ist) erfolgt, so ist gleichzeitig durch e^ -^ yj das längs (0 . . . — oo) 
aufgeschlitzte Innere der Parabel auf den Yertik^tröifen abge- 
bildet, dessen Grenzen die durch die imaginäre Achse der «^-Ebene 
und die durch £, = 1 dazu gezogene Parallele sind. Erstere Ge- 
rade entspricht mit dem oberhalb bzw. unterhalb der reellen Achse 
liegenden Teil dem einen bzw. andern Ufer des Schlitzes längs der 
Parabelachse. Der Streifen «^j = "ö- «^i hat die Breite ~ w. Er 
wird nach dem etwas modifizierten Satz YIII durch Z^ = cos z, auf 
die von -|- l bis -j- oo aufgeschlitzte Halbebene (T + IV') der 
Fig. 29b abgebildet. Punkte, die am Schnitt der Parabelachse 
und Punkte, die zu beiden Seiten des Schlitzes in der z^-Ebene 
einander gegenüberliegen, sind durch die Abbildung des «-Gebiets 
auf das fj-Gebiet zugeordnete Punkte. Die Abbildung des Parabel- 
innern aaf die rechte Halbebene Zg bleibt zusammenhängend und 
in den kleinsten Teilen ähnlich, wenn man beide Schnitte durch 
Aneinanderheften der Händer beseitigt. Die nnu nicht mehr auf- 
geschlitzte ?j-Ebene wird durch 



1 — c 

'l + c 



= t«'^=tg'(^i/;) 



auf den Einheitskreis abgebildet, so dafi wir sagen können; 

IX. Das Innere der Parabel y* = 4(1 — x) wird mittels d 
Funktion 
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-i«>(|)^) 



aaf das Innere des Einbeitskreises konform abgebildet. 

Eine von den bisber angestellten Betrachtungen unabhängige 
Behandlung der durch sin z und cos e vermittelten Abbildungen 
ist sehr zu empfehlen, etwa im Anschluß an die Zerlegung einer 
Funktion f{ii) in ihren reellen Bestandteil 9t(/'CE)) und ihren ima- 
ginären Bestandteil i3(/'W)- Es ist: 



= — y [— (e* — f- ") cos a; + i (e" -f- «- ') sin x\ , 
9t (sin«) = |(e» + e-") sin ar = Öof y ■ sin x 
3 (sin e) = ^ (e* — e~ '■') cos x -• Sin y w%x 
und ebenso: 

8i(cosj!) = Küfy ■ cosa;, 3(cose) = — @iny ■ sina;. 
Singular sind bei der Abbildung 

durch e' die Punkte ? = ^ c» 

„ sintr, ige „ „ z -^ — ■\- kn und « = oo 
„ coaz „ „ ? = fcjt und«=co, 

wobei k irgendeine posJtiveoder negative ganze Zahl oder Null 
bedeutet. Den im Endlichen gelegenen singuiäreu Punkten ent- 
sprechen bei den Funktionen sin e, cos e einfache Windungspunkte. 
Bei der Funktion tg z sind die im Endlichen liegenden singulfiren 
Punkte Pole ereter Ordnung. Der unendlich ferne Punkt ist in 
allen vier Fallen wesentlich singulär. Zu seiner Charakterisierung 
genüge die Bemerkung bei der Abbildung der Spitze. 

Viertes Kapitel. 

S&tze nnd Methoden fOr die Behandlung von Abbllduuss- 
anfgabeu allgemeiner Art. 

IB. Biemoima allgemeiner AbbildungasatE. Die Durch- 
forschung einfacher Funktionen nach dem Muster des vorigen 
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Kapitels hat einen nicht leicht zu flberschätzenden Wert. Bei den 
Aufgaben, anf die man in der reinen oder angewandten Wissen- 
schaft geführt wird, sind aber in der Regel die aufeinander ab- 
zubildenden Bereiche gegeben, und dabei ist es nicht ratsam, dem 
glücklichen Zufall zu vertrauen oder sich darauf zu verlassen, daB 
durch willkürlich herausgegriffene Funktionen die gestellte Auf- 
gabe gelöst werde. Zunächst muß die Frage gestellt werden, ob 
das Suchen nach einer die Abbildungen vermittelnden Funktion 
Zweck hat, ob die sich bietende Abbildungsaufgabe nicht viel- 
leicht unlösbar ist. Diese Vorfrage findet ihre befriedigende Er- 
ledigung durch den allgemeinen Abbildnngsaatz Eiemunns, 
der im Artikel 21 seiner Dissertation ausgesprochen ist. Wir 
wollen uns hier der Einfachheit halber auf Bereiche beschränken, 
die die Ebene bGcbstens in endlich vielen Blättern überdecken, 
und deren Rand sich aus einer endlichen Menge analytischer Kurven- 
stfkcke zusammensetzt, die sich mit Einschluß ihrer Endpunkt« re- 
gulär verhalten. Unter diesen einschränkenden Voraussetzungen 
kann der Biemannsche Satz so ausgesprochen werden: 

L Es ist immer möglich, einen einfach zusammenhängenden 
Bereich eineiudeutig, stetig und konform auf die Fläche eines Krei- 
ses abzubilden, und zwar nur auf eine Art so, daß dem Mittel- 
punkte ein beliebig gegebener iiuerer Punkt und einem beliebigen 
Punkte der Peripherie ein beliebig gegebener Punkt der Begrenzung 
jener Figur entspricht, Die Abbildung ist auch noch für die Punkte 
des Randes eineindeutig und stetig — aber natürlich nicht mehr 
durchweg konform — wenn man solche Bandpunkte mehrfach 
zählt, an die der Bereich von verschiedenen Seiten heranreicht. 

Zu diesem Satze sind einige Anmerkungen nötig. 

a) Er spricht auch ans, daß zwei beliebige Bereiche t, und tj 
der angegebenen Art aufeinander abgebildet werden können, und 
zwar in ganz bestimmter Weise, wenn innere Punkte 0^ und 0, 
einerseits und zwei Punkte Pj und P, der Begrenzungen beider 
Bereiche andrerseits einander zugeordnet werden. Man hat nur 
das Glebiet Tj auf den Hifskreis o sü abzubilden, daB den Punkten 
0, und P^ bzw. der Mittelpunkt 0^ und der Punkt P^ der Peri- 
pherie entsprechen, und hat dann noch vom Kreise durch diejenige 
konforme Abbildung zum Gebiet t^ überzugehen, durch die die 
Punkte Og und Oj sowie Pf, und P, entsprechende Punkte werden. 

b) Die Bedingungen des Satzes dürfen wie folgt abgeändert 
werden: 
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II. In der Aussage des Satzes I können an St«Ue des Paares 
: Punkte and des Paares der Punkte auf dem Rande drei 
Paare entsprechender Punkte der Begrenzung treten. Kur muß 
der dorch die drei Punkte des ersten Qebiete bestimmte Umlaufs- 
sinn dem durch die entsprechenden Punkte bestimmten Sinne des 
Umlaufes um das zweite Gebiet gleich sein. 

Denn das in der ^-Ebene gelegene Gebiet t kann nach Satz I 
auf einen Kreis 2 so abgebildet werden, daß der beliebige innere 
Punkt n^ in den Mittelpunkt Sg und der beliebige Randpunkt tj 
in den Punkt S^ der Kreislinie übergeht. Den drei g^benen 
Randpunkten «', «", /" von * werden dabei irgendwelche Punkte 
S", S", S" des Kreisumfangs entsprechen. Der Kreis Z kann nun 
aber nach 'Sr. 6 IV auf den gegebenen Kreis ff der s- Ebene so ab- 
gebildet werden, daß die Punkte S', S", S"' 
in die vorgeschriebene Lage s', »", s"' ge- 
langen. Durch Kombination der Abbildungen 
von X auf S und von £ auf ff ergibt sich die 
Abbildung, deren USglichkeit Satz II be- 
hauptet. Daß der Übergang von t zu ff nur 
auf eine Art mdgUch ist, leuchtet sofort 
ein — die Richtigkeit des' Satzes I immer 
vorausgesetzt. ^'■- **'■ 

c) Zwei im ersten Satz vorkommende Begriffe bedürfen noch 
der Erläuterung: 

in. Eine Fläche mit Rand heißt einfach zusammenhängend, 
nenn sie durch jeden Querschnitt in zwei getrennte Teile zer- 
legt wird. 

Als Querschnitt wird jede im Innern der Fläche verlaufende 
Linie bezeichnet, die entweder zwei Randpunkte miteinander ver- 
bindet oder, von einem Punkte des Randes ausgehend, in einem 
ihrer früheren Punkte endigt. Das Rechteck, die Ellipse, die auf- 
geschlitzte Ebene, die Halbkugel sind einfach zusammenhängende 
Flächen, Überhaupt alle Flächen, die durch allmähliche Gestalts- 
ättdemngen, Verzerrungen ohne Zerreißimg, in die FlSche eines 
Kreises übergeführt werden können. Eine mehrfache IJberdeckung 
der Ebene ist dabei zulässig (Fig. 30a), Die von + 1 nach — - 1 
aufgeschlitzte Ebene weist denselben Zusammenhang auf wie die 
aufgeschlitzte EugelSäche, die man etwa durch stereographiache 
Projektion der Ebene erhält; die Erweiterung des Spaltes zu 
einem kreisförmigen Loch und die Ahflachung der Kalotte zu 
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einer ebenen Fläche fOhrt sohliefilich die ursprtlngliclie aufge-- 
Bchnittene Ebene in den Ereis Aber. 

Eine einfach zusKmmenhängende Flftche besitzt nur eine Band- 
linie. Denn ein Schnitt, der zwei getrennte ßandlinien verbindet, 
zersttlckt die FlKche nicht: es ist dann immer noch möglich, von 
jedem Funkt der Fläche zu jedem andern zu gelangen, ohne die 
(durch den Querschnitt veränderte) Fläche zu verlassen. Das Um- 
gekehrte aber gilt nicht. Fig. 30b ist einer Riemannsohen Figur 
nachgebildet. Sie hat nur eine Raudlinie und zerftllt doch erst 
in getrennte Teile, wenn den beiden Querschnitten g^ und 9, noch 
ein dritter hinzugefügt wird. Weil sie durch zwei die Fläche nicht 
zerstflckende Querschnitte einfach zusammenhängend gemacht 
werden kann, ist sie dreifach zusammenhängend. Fig. 30c zeigt 




Fig. Mb. 



Flg. S«o. 



Flg. 10 d. 



noch eine vierfach zusammenhängende Fläche mit zwei Rand- 
linien, unter den mehrfach zusammenhängenden Flächen sind be- 
sonders die zu erwähnen, für die die Anzahl der Randlinien zu- 
gleich die Ordnung des Zusammenhangs angibt. Eine Kreisfläche 
mit {m — 1) Löchern ist der einfachste Typus einer n-fach zu- 
sammenhängenden Fläche (Fig. 30 d für h — 3). 
"^ IV. Wird eine Fläche eineindentig und stetig und in den klein- 
sten Teilen ähnüch abgebildet, so entspricht ihr eine Fläche von 
gleicher Ordnaug des Zusammenhangs, und zwar derart, daß innere 
Punkte in innere und Randpunkte in Randpunkte Qbergehen. Das 
gilt schon fßr stetige und umsomehr für konforme Abbildung.- 

Denn einen inneren Punkt 2 der ersten Fläche kann man 
durch einen kleinen Kreis umgeben, der ganz in der Fläche liegt. 
Wegen der Konformität der Abbildung verwandelt sich der Kreis 
in einen anderen, der ebenfalls ganz im Innern des transformierten 
Bereichs liegt; der Mittelpunkt to dieses Kreises entspricht dem 
Punkt e and ist ein innerer Punkt. Rückt der Punkt z in den 
Kandpunkt «' auf einer Linie, die sonst ganz im Innern der Fläche 
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. liegt, so durchwandert w ebes&l]s stetig eine Reihe innerer, auf 
einer Linie verteilter Punkte nnd gelangt in einen Bandpunkt w', 
wenn z in / eintrifft. SingulariÜlten im Innern ändern die Be- 
trachtung nicht wesentlich, und singulBren Punkten am Rande 
kann man durch kleine Bogen ins Innere aus dem Wege gehen; 
auch wenn ganze Stücke des Bandes nur singulare Punkte ent- 
halten, sind die auftretenden Schwierigkeit«n nicht unüberwindlich. 

Daß rerschiedene Bandteüe nicht Tereinigt und eine Band- 
linie nicht in mehrere Teile zerrissen werden kann, mache sich 
der Leser selbst klar. Aufgaben wie die Abbildung des (zweifach 
zusammenhangenden) Ereisringes auf den (einfach zusammen- 
hängenden) Kreis dürfen daher nicht gestellt werden. Ebensowenig 
ist eine zusammenhängende Abbildung einer geschlossenen Flftche 
auf eine Fläche mit Band möglich. Geschlossene FISchen gehen bei 
der Abbildung in Flächen gleicher Art des Zusammenhangs über. 
Man spricht auch bei ihnen von n-fach zusammenhängenden Flächen. 
Die Definition ist ähnlich wie die der n-fach zusammenhängenden 
begrenzten Flächen. Nur ist der erste Querschnitt durch eine ge- 
schlossene Linie auf der FlBcfae zu ersetzen oder aber vor Unter- 
suchung der Ordnung des Zusammenhangs in die geschlossene 
FlSche ein kleines Loch zu schneiden und sie so zu einer berandeten 
Fläche zn machen. Die Engel, die Ebene sind einfach zusammen- 
hängende Flächen; eine dreifach zusammenhängende ist die Bing- 
fläche, z. B. die Rotationsfläche mit kreisförmigem Profil: durch 
einen längs eines Meridians gefOhrten Schnitt erh&lt man eine RShre, 
die man zu einem Zylinder strecken kann; schneidet man diesen 
längs einer Mantellinie auf, so erhält man ein einfach zusammen- 
hängendes Flächenstück, das etwa in eine Ebene als Rechteck 
ausgebreitet werden kann- Eine geschlossene zweifach zusammen- 
hängende Fläche existiert nicht. Denn es besteht der Satz: 

V. Eine von nur einer Randlinie begrenzte Fläche, also auch 
eine geschlossene Fläche, besitzt stets einen Zusammenhang, dessen 
Ordnungszahl ungerade ist. 

(Die Ausnahme der einseitigen Flächen übergehen wir.) 

Für den Beweis, daß hei positivem Umlauf um den Rand der 
einen Fläche auch der Rand der abgebildeten Figur so durch- 
laufen wird, daß die b^renzte Fläche links bleibt, reicht aus, was 
im Anschluß an Satz IV der Nr. gesagt ist. 

Der Satz II dieser Nummer gilt ftlr einfach zusammenhängende 
geschlossene Flächen mit der Abänderung, daß der Kreis durch 
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die Kogelflüche ersetzt wird and an Stelle der Raudpunkte drei 
Paare beliebiger Punkte treten. Er rührt von H. A. Schwarz her, 

d) Der Riemanasohe Beweis ftkr den Äbbildungssatz hat strenger 
Kritik nicht standhalten können. Heine bemerkte zuerst, daB das 
von Biemann im Art. IG seiner Dissertation benutzte Dirichlet' 
sehe Prinzip in einem wichtigen Punkte versagt. Diese schon 
von Gauß benutzte SchluSwelse soll die Existenz einer geMvisaen 
Fonktdon dartnn. Durch Variation eines bestimmten, Aber die 
abzubildende Fl&cbe erstreckten Integrals erhBlt Biemann eine 
unendliche Reihe positiver endlicher Größen. Er schließt, daß 
unter ihnen eine den kleinsten Wert hat. Es kann aher — in 
Bolzano-WeierstraSscher Ausdmcksweise — nur die Existenz I 

einer unteren Grenze behauptet werden. Da aber die imtere Grenze > 

unendlich vieler positiver GröBen Null sein kann, wie faeispiels- J 

weise f&r alle echten positiven Brüche unter Ausschluß der Null, '. 

werden alle Schlüsse hinfällig, und die Riemannsche Schlußweise I 

hatt« nur mehr die Bedeutung einer genialen Konzeption, solange j 

die Lücke nnausgefüllt blieb. J 

Dieser Sohlnßweise, über deren Exaktheit sich Riemann 1 

getäascht hat, verdanken vir eine Reihe gl&nzender Arbeiten. Vor ' 

rund vierzig Jahren wurde durch die Scharfsinn igen Untersuchungeu ' 

C. Neumanns über das logarithmische Potential und durch die | 

Schwarzsehen Arbeiten zur Theorie der Abbildung, über die In- ' 

tegration der Gleichung Au <— und seine Methode des Grenz- 
überganges durch alternierendes Verfahren für Behauptungen, die i 
Riemann in seiner Dissertation und in seinen Schriften über Abel- j 
sehe Funktionen aufgestellt hatte, eine gesicherte Grundlage ge- i 
schaffen. Schwarz hat den Riemannscheu Äbbildungssatz, wie wir ^ 
ihn oben ausgesprochen haben, vSllig streng bewiesen. Die ein- | 
schränkenden Voraussetz ongea, die wir über den Rand gemacht \ 
haben, sind später von Osgood beseitigt worden, und scÜießlich 1 
haben Poincar^ und Koebe den Satz auf unendlich vielblättiige j 
Bereiche aasgedehnt. } 

16. Verholten der abbildenden Funktion In regoUren ' 

und in singalSren Funkten. Das Ergebnis der analytischen 4 

Untersuchung Aber die abbildenden Funktionen ist ebenso leicht I 

zu verstehen wie der anscbanliche Inhalt des Abbildungssatzes. 'i 

Wir fassen es in einige Sätze zusammen. Über die Gebiete selbst 
teilen wir keine Voraussetzungen mit, weil die zulässigen Flächen 
kaum etwas an Allgemeinheit zu wünschen übrig lassen. Auch -- 
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die Annahme Schwarz', daß die Begrenzung aus einer endlichen 
Anzahl analytischer Linien besteht, darf ja, wie eben bemerkt, 
nach Sfttzen Osgoods fallen gelaasen werden. 

I. In der Umgebung der nicht singulfiren St«lle z — Zq ver- 
hält sich die Funktion, die das Gebiet Z auf das Gebiet W ab- 
bildet, regulär, und in der Darstellung 

(1) to- Wo - Ol(^ - «o) + «»(^ - «o)*+ ■ ■ 

ist a^ von Null verschieden. 

Daß a, nicht verschwindet, ist eine Folge der Annahme, daB 
«0 nicht Singular, also ^ fflr « — 7j endlich und nicht ist. Da 
dann auch j- einen endlichen, nicht verschwindenden Wert be- 
sitzt, gilt Satz I für die umgekehrte Abbildung, so daS die Reihe 

(1) die Umkehrung gestattet: 

(2) ^ - ?(, = &i(«' - Wo) + Ä, (w - w^y + ■ ■ 

mit von verschiedenem 6^ y>\= — ) ' 

Ist der innere nicht singulare Punkt der unendlich ferne Punkt, 
so ist die Reihe (l) durch eine Reibe von der Form — + -, + ■■ 
zu ersetzen; entsprechen sich außerdem noch die unendlich fernen 
Punkte beider Bereiche, so tritt gleichzeitig — an Stelle von w — i^o- 
Nach dieser Erinnerung sehen wir im folgenden unter Hinweis 
auf Nr. 9 davon ab, die Verhältnisse im Unendlichen jedesmal 
besonders zu erwähnen. 

Der Fundamentalsatz der Theorie lautet: 

H. Der Einheitskreis S mit dem Mittelpunkte s = wird auf 
den Bereich S durch eine Funktion e von s abgebildet, die in 
der Umgehung der Stelle s = den Charakter einer ganzen Funk- 
tion besitzt: 

(3) £ — «o = OjS + t4s»H j 

und diese Poteuzreihe konvergiert unbedingt fOr alle Punkte 
' s I < 1 im Liuem des Kreises S. 

Die Reihe (3) liefert also für jeden inneren Punkt den ent- 
Sprechenden Punkt des Gebiets Z. FOr die Punkte des Randes 
I 8 I >=> 1 hOrt die Konvergenz der Reihe (3) möglicherweise auf; 
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Die EorreBpondenz der lUndptmkte von X und 8 ist dann, unter 
Beachtung der oben formnlierten spexiellen Toraussetzungen, in dem 
Sinne zn rerstehen: der Punkt t rQckt in beliebige NShe eines 
bestimmten Bandpunkt«», wenn der innere Punkt s auf irgend- 
einem Wege einem bestimmten Punkt« der Peripherie hinreichend 
angenähert wird; beschreibt s einen zum Kreise 8 konzentnschen 
iDneren Kreis, so durcbläuft der entsprechende Punkt z eine ge- 
schlossene Linie, die sich in beliebiger Nahe des Randes hält, 
wenn man den Radius r des Kreises nur hinreichend wenig von 
1 rerschieden wKhIt. 



Bei den Funktionen s — tg' ("ryjsli « = — ^ — 1, die nach '» 

früherem das ÄuBere bzw. das Innere einer Parabel auf den Ein- 
heitskreis abbilden, überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit 
der Satzes II. Im ersten Falte wird 

(4.) «-Q'arotg')/;, 

(") -(-rpir-- 

Nun ist ,, j^Ti = 1 — 2s + 3s* — 4s* i - ■ eine Reihe, die vor- J 

scbriftsmäßig für | 5 | <C 1 konvergiert. Änch die Reihe | 

konvergiert für ^s < 1 oder | s < 1 . Mitbin ist 2 eine nach 
Potenzen von s mit positiven ganzen Exponenten fortschreitende ' 

Reihe mit dem Konvergenzradius | s ] = 1. 

Eine unmittelbare Folge des Satzes II ist: 

in. In der Umgebung jedes inneren Punktes s = s^ verhält ^ 

sich s regulär: 1 

(6) ,_,,_„,(,_,,) + <i(, _,,,). + .. »1 

Die Reihe (5) kann aus (3) mittels des Taylorschen Lehrsatzes "ä 

abgeleitet werden. Ist s, ein nicht singulärer Wert, so fällt der 1 

Inhalt des Satzes III mit dem des Satzes I fQr die Gebiete Z und 8 \ 

zusammen. In diesem Falle ist C^ 4* ^- Jetzt interessiert nur noch h' 
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die USglichkeit c^ =" 0. Dann ist , = für s = s,, der Punkt 

ist singulBr. Nehmen wir gleich allgemein an, daß auch c,, t',, 

■ ■ ■ «J« _ i verschwindeo, c, aber nicht In unmittelbarer Umgebung 

des Punktes S -^ s^ wird man unter AuBerbetrachtlassung höherer 

Potenzen von (s — S^) das Verhalten der Funktion ä durch die 

Gleichung 

(5a) « — ^i-c„(s-5i)" 

charakterisieren können. Nach Nr. 10 winden sich um den Punkt 
z — ^i der Riemannachen FlBche n Blätter. In Verbindung mit 
dem Voriiergehenden heißt das: 

IV. Bei der Abbildung des Kreises auf einen Bereich Z treten 
im Innern der Abbildung des Kreises keine anderen Singularitäten 
auf als Windougspunkte. 

Enthält daher die Fläche Z keine Windungspunkte im Innern, 
was z. B. sicher zutrifft, wenn sie die 2-Ebene nirgends mehrfach 
bedeckt, so ist die Abbildung des Kreises frei von inneren Singu- 
larititen, d. h. für alle inneren Punkte ist ^ endlich und von 
verschieden, und in der Entwicklung (5) verschwindet Cj nicht, 
wenn s, ein beliebiger Punkt im Kreise ist. 

Entspricht dem Punkte s = s, ein (» — l)-facher Windungs- 
punkt, so findet in ihm nach (5a) beim Übergang zur Fläche Z 
n- malige Vergrößerung der Winkel statt. Wir bilden nun die Um- 
gebung des Punktes 7 — ' z, durch die Funktion ( = "(/ä — .r ^ auf 
die Umgebung des Nullpunkts der (-Ebene ab. Dabei werden alle 
Winkel wieder auf den «-ten Teil reduziert, so daB beim Über- 
gang von der «-Ebene die Winkel erhalten bleiben. Bei der Ab- 
bildung der Umgebung des Punktes ( = auf die Umgebung 
des Punktes s = Si ist ( = ein nicht singulärer Punkt. Nach 
Satz I können wir daher ansetzen: 

s — Sj ~ d^t + djC :\ 

oder ___ 

(6) s~3^ = d,yz- i, + dj (Vz - ?0' -I- ■ ■ (rf. + 0) 

Der Mehrdeutigkeit der w"" Wurzel entsprechend, stellt (6) 
die n verschiedenen im Punkte « — ü, zusammenhängenden Zweige 
der Funktion s dar. 

V. Eine Stelle der Fläche Z, um welche sich n Blatter winden. 
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ist fBr die Abbildung' auf den EiDbeitskreis eia Verzweigucgs- 
pnnkt (» — l)*" Ordnung; in ihrer Umgebung )9ßt sich S nach 

Potenzen von (« — «)■ entwickeln, wie (6) angibt. 

Die Reihe (6) ist die analytische Umkehrung der Reihe (5), 
wenn dort c^ der erste nicbtTersch windende Koeffizient ist. 

Handelt es sich um die Abbildung zweier beliebiger einfach 
zusammenhängender Gebiete Z, W aufeinander, so denke man sich 
den Ginbeitskreis S auf beide Flächen und umgekehrt beide auf iS 
abgebildet Die vorkommenden Hauptfälle sind: 

1, Der Punkt s •- »^ ist für beide Abbildungen nicht singulär. 
Dann gilt: 

.o-w, = o.(s -«,) + ■ («1 + 0), 

und daher: 

Dann ist anch « — £, nicht singulär fOr den Übergang von 
Zza W. 

2, Der Punkt s — Sj ist regulSr Ra die Abbildung auf IT, 
es entspricht ihm dagegen ein Windungspunkt (n — l)"' Ordnung 
der FlOche Z. Dann entspricht auch dem Werte w = w^ ein Win- 
dungspunkt gleicher Ordnung fQr die direkte Abildung von W 
auf Z. Das folgt aus den Gleichungen: 

s - s, = a,{w -«,,) + .., s - /, = t„(s - s,Y + ■ ■ 

2a. Umgekehrt ist dann « = j-, ein (n — l)-facher Verzwei- 
gunggpunkt. 

3, Dem Punkt s — ^ s, entspricht ein Windungspunkt (n — I)**' 
Ordnung fftr Z, eia Windungspunkt (»t — l)*" Ordnung fttr W. 
Es ergibt sich aus 

e — £, — a, (s ~ s,)" + ■ ■ , s — Sj — 6, (w — Wi)™ + • ■ 
fflr Z die Darstellmig 

z-z^ = a^b,'' [(«; - w,y» + k(:w - w,)^^-\- ■ .] , 
nach der dem Werte «i =■ w, fSr die FlÄche Z in leiohtverständ- 
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Hoher Deutung ein (m— l)-facherTer2weigungspunkt und zugleich 
Rlr die Tläche TV ein (« — l)-f»cher Windangspunkt entspricht. 
4. Entspricht äem Punkte s = 5, ein (n — l)-facher Windungi- 
punkt der Fläche Z und ein (m — l)'facher Verzweignngspunkt 
für W, 80 hat man: 

« — Ä, = 0, (a — Sj)" 4" ■ ■ 1 s — s^ — h^{w — w,)"' + ■ ■ , 
eo daB nach 

« — e, =- ai6,(w — Wi)™ ■•■ " + ■ ■ 

um z — X, sich m -f- » Blätter winden. 

In Fall 3 ist es denkbar, daß n -^ m wird und die^ Koeffizienten 
aller Potenzen mit gebrochenen Exponenten verschwinden. Alsdann 
würde jede Einzelabbildung in s — Sj eine Singularität besitzen, 
jedoch so, daß die eine die andere aufhebt bei der Abbildung von 
Z auf W. Daher die vorsichtige Ausdrucksweise am Schlafl der 
Nr. 4. Als einfaches Beispiel diene: 

jB — s*, a — a' + s* (also w - 2 + «*). 

Aus ^^ - 2s, ^ - 2s(l 4- 25») folgt, daß s " für jede 
der beiden Abbildungen eine singulare Stelle ist. Dagegen ist 
J^ = ^:^=l + 2s»für«-0 endlich und nicht 0. 

Über Singularitäl«n am Rande sei nur bemerkt, daß notwendig 
jede Ecke oder Spitze eine Singularität bedingen muß, da die ab- 
bildende Funktion ja die im Innern des Gebiets liegende Um- 
gehung der Ecke oder Spitze auf die Umgebung eines gestreckten 
Winkels übertragen muß. Kann die Funktion über den Rand 
binans so fortgesetzt werden, daß die den Winkel an besitzende 
Ecke ins Innere des Definition sbereicbs der Funktion gelangt, so 
gestattet die Funktion s eine mit dem Oliede 

beginnende Entwicklung. 

17. Daa Polssonaohe Zntegral. Es sei w die Funktion, die 
den Einheitskreis S auf die F^che 1^ abbildet, und 

(1) w - Wo — o,s + 0,Ä* -! 

die zur Stelle s ^ gehörige Reihenentwicklung, deren Konver- 
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geoz allgemein nur flllr | S | < 1 behauptet werden kann. F6hrt * 

man in der Ereisebene durch | 

s = r c"'', s" — r"e""'' = r" (cos »^ + » Bin «ifi) , 

Polarkoordinaten ein, uetzt man ferner w = w -\- iv, und speziell 1 

für die dem Punkte S '~ entsprechende Stelle fg ^ Wq 4* i^at 

flo ergibt sich aus (I): | 

(la) w — »g = ^a, r' (cos tuft + i sin »t^). 

Die Entwicklungskoeflizienten sind im allgemeinen komplex. 

Nach EiDfflhruDg der Konstanteii a, ß durch a„ = a,-\- iß^ kann i 

man in (la) die reellen und imaginären Bestandteile trennen: 'i 

(2) ' t( — T(o = ^r"(ttt cos nif) — ß„ sin «ifi) I 

(3) V - v^ '•2r'{«, sin «t + p^ cos nt)- ^ 

Die durch (2) und (3) durch verallgemeinerte Fourierscbe 

Reihen für das Innere des Einheitskreises dargestellten Funktionen > 

M nnd V genflgen der Laplacescben Differentia^leichung. Die I 
Reihen können ihre Bedeutung verlieren fOr r — 1 , also in dem 

Fall, wo sie formal in gewöhnliche Fouriersche Reihen über- , 

gehen. Es sei nun r kleiner als 1. Bildet man mit (2) das längs ' 

des Kreises r — const genommene Integral ' 

so versehwindet rechts bei gliedweiser Integration jedes Glied ' 

einzeln, und es ergibt sich, da «„, der im Mittelpunkt s = gel- i 

tende Wert der Funktion u, konstant ist: , 



w 



■ä/»' 



Die im Integral auftretenden Werte beziehen sich auf die 
Stellen (r, tl^) des gewählten Kreises; die rechte Seite von (4) 
kann als arithmetisoher Mittelwert der von u auf der Peripherie 



r 
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angenommeiten Fnnktionswerte bezeichnet werden. Nennt man 
weiter eine der Differentialgleichung Au — gent^ende Funktion 
eine harmonische Funktion oder ein logarithmisches Po- 
tential, so kann der Inhalt der Oleichnng (4) dahin ausgedrückt 
werden : 

I. Der Wert, den eine harmonigche Funktion im Mit- 
telpunkt des Kreise3r<i annimmt, ist der arithmetische 
Mittelwert der Randwerte. 

Dieser Wert ist von r unabhängig nnd ergibt sich, gleich- 
gültig welchen Radius r < 1 man der Betrachtung zugrunde legt. 
Durch vorsichtigen Grenzabergang ist zu zeigen, daS in bestimmtem, 
bei Schwarz nachzulesendem Sinne die Gleichung (4) auch Rlr 
r =— 1 Gültigkeit behSlt. Hier und im folgenden gehen wir auf 
die Verhältnisse am Rande nicht ein; wir nehmen an, daß der 
Band keine Schwierigkeiten bietet, und erwähnen als Resultat 
sorgfältiger Untersuchungen nur, daß sich zu große Vorsicht als 
überflüssig erweist. 

Der durch die Gleichung (4) erzielte Erfolg legt die Frage 
nahe, ob durch die am Bande willkürlich Torgeschriebenen Werte 
die harmonische Funktion « an jeder aaoh vom Mittelpunkt ver- 
schiedenen Stelle im Einheitskreis bestimmt ist. Die am Rande 
gegebenen Funktionswerte können auch Unstetigkeiten aufweisen, 
nur muß man die Forderung stellen, daß sie sich nach einem 
vollen Umlauf um die Peripherie periodisch wiederholen. Die Be- 
stimmung einer harmonischen Funktion aus gegebenen Randwerten 
für das Innere des Bereiches wird als erste Bandwertaufgabe 
bezeichnet Die Antwort auf die gestellte Frage gibt der Satz: 

IL Das Poissonsche Integral löst die erste Randwert- 
aufgabe für den Kreis. 

Zu dem sog. Poissonschen Integral gelangen wir folgender- 
maßen. Es sei 3 -= re*' ein bestimmter, im folgenden festzuhal- 
tender Punkt, Der Wert u{r,^), den die durch die Randwerte 
u(l, ^) gegebene Funktion im Punkte s annimmt, soll berechnet 
werden. Zu dem Zwecke bilden wir den Kreis durch Transforma- 
tion mittels reziproker Radien so auf den Einheitskreis einer 
neuen Ebene z ab, daß dem Punkte s — »e^' der Mittelpunkt « — 
und den mit s = r&f' auf gleichem Durchmesser liegenden Punkten 
s = eV* und s — — fff' die Punkte s = -f 1 bzw. « — — 1 ent- 
sprechen. (Eigentlich dürfte nur noch ein Paar augeordneter 
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Randpuckte willkürlich gewählt werden; der Erfolg zeigt &ber, 
daß die Aufgabe nicht überbeetimmt ist.) Es ist demgem^ 

(6) , — 1. '-'f\ . 

Die in den Randpunkten s' — e^' vorgeschriebenen Werte 
w(l, if) werden dabei in die Punkte 

(5a) z---- -^in—^V^i - •" 

übertragen, so daß auf dem Bande des Kreises e die Werts 

"[i,ri-«(i,f) 

verteilt sind. Den zu dem Mittelpunkt s •- gehSreadeu Wert m [0] 
erhatten wir aus (4): 

e 
Diese Gleichung gibt die gesuchte Integraldarstellnng, wenn 
man die auf die Kreisebeue s bezüglichen Veränderlichen einführt. 
Da der Funkt [0] aus (r, ip) hervorgegangen ist, haben wir u\0\ 
'^ w(r, tp) zu setzen, u[l, x] ist gleich w(l, i^), und aus der Glei- 
chung (5a), die die Beziehung zwischen entsprechenden Raud- 
punkten angibt, liefert das in Richtung des Bandpunktes e zu 
nehmende Differential x durch logarithmische Differentiation: 

(f_r-')<(y*-V)'d » _■__ (1— r'jd ift 

"e*|^*_(f + r~')«<''' + ''''' + e*^'*~l + r' — r(e'*"''''' + «"'*'"''■*') 

''^ " I — 2rco8(v-if) + r' ^'^ ■ 
III. Das Poissonsche Integral 



1— r 



« «(w)-^/"(>,+).r-r2i 

stellt die durch die Randwerte u(l, ii) bestimmte hari 
nische Funktion m im Punkte « = re»' des Kreises i 
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Daß die durch (6) dargestellte Fanktion u als Funlction von 
5 =^ re*^ = a; 4- ty betrachtet, der Differentialgleichiing ^u = 
genügt, ergibt sich am eiafachst^u aus der Tatsache, daß u(r, 9>) 
1 der reelle Bestandteil der analytischen Funktion 

' 1 /• »V'' X f 

? (7) iij <'•*'> ^-.'f 



I ist. Daß die durch das Polssonsche Integral dargegt«llte Funk- 

tion tatsScblich die vorgeschriebenen Randwerte annimmt, soll 

I nicht bewiesen werden. An die Gleichung (6) knQpfen wir noch 

\ sinige Bemerkungen. 

i IV. Die Werte, die eine Potentialfunktion annimmt, 

r besitzen im Innern des Kreises kein Maximum oder 

I Minimum. 

f Sind k und g bzw. der kleinste und der grSflt« Wert von 

u(l,ifi), also der Potentialfunktion auf dem Bande des Bereichs, 

t BO wird das Integral verkleinert bzw. vergrößert, wenn bei der 

k Integration für m(1, if ) stets der kleinste bzw. grüßte Wert (Je bzw. 

I (/) gesetzt wird. Man erhält daher für u(r,<p) die Abschätzung 

, A;<M(f-, <p)<3, ■ 

f und das behauptet Satz IV. 

^ Setzt man u(l,t{j) '^1, so ist das Integral leicht zu be- 

rechnen; sein Wert ist 2w, Ist allgemein «(1, ^) — c längs des 
ganzen Bandes konstant, so wird auch in jedem Inneren Punkte 

l M(r,v) = c. Also: 

( y. Eine längs der Peripherie konstante Potential- 

b funktisn ist überhaupt konstant. 

f Ist u am Bande überall 0, so gilt dasselbe für alle inneren 

■« Punkte. Daraus ergibt sich der für alle Anwendungen bedeutungs- 

i volle Satz: 

VI. Durch ihre Bandwerte ist die Potentialfunktion 
eindeutig bestimmt. 
Denn sind u und u' zwei Potentialfanktionen, die am Bande 
-j die vorgeschriebenen Werte annehmen, so genügt u" — u — m 

'■ ebenfalls im Innern der Crleichung ^u" = 0, ist also auch eine 

" Potentialfunktion. Ibre Randwerte sind 0, mithin u" überall 

nach Satz V, d. h. die beiden Funktionen u' und u sind nicht 
voneinander verachieden, 
f Was die Theorie der konformen Abbildungen für die wichtige 
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erste Baudwertanfgabe fRr sUgemeiiie Gebiete leistet, kommt voll 
zum Ausdruck in dem Bsts 

VH. Die erste Randwertaufgabe k&nu für alle einfach 
zusammeubSngeoden Flächen, deren Abbildung auf den 
Kreis ausgeführt ist, als gelöst gelten. 

Es sei nimlich Z das Gebiet, das durch die Funktion {{z) auf 
den Einheitskreis s abgebildet wird. Die Abbildung werde nälier 
(wenu auch noch nicht vollstAndig) durch die Angabe bestimmt, 
daß der innere Funkt Z — > re^' in den Mittelpunkt s — • Über- 
geht. Die in den Randpimkten z ^-r'e** filierten Werte «(»■', «p) 
übertragen sich nach den Punkten /■{«') — e"' der Peripherie, was 
wir ähnlich wie oben durch die Schreibweise u [!,);] •°-u(r', ifi) an- 
deuten. In demselben Sinne ist der gesuchte Wert «(*■, y) gleich 
w[0] zu setzen. Nach Gleichung (4) ist nun 



1-V-' 



Die zwischen den Bandpunkteu beider Flachen bestehende Glei- 
chung 

ermöglicht es, nach logarithmischer Differentiation: 

''j-vf|y (<''■• + "■■'!*) 
in das Integral die Variabein der Ebene z einzufahren: 
In 

•(■•. ") - IaJ<''' ♦) 75?|y ^i, + "■•) "■'■'♦■ 

Der auf den Rand bezogene Differential quotient -tt- ergibt sich 
aus der als gegeben anzusehenden Gleichung der Grenzlinie. 

Die noch in f(z) steckende Unbestimmtheit kommt im End- 
ergebnis nicht mehr vor. Denn einer anderen Wahl sich ent- 
sprechender Randpunkte entspricht nur eine Drehung dea Kreises 
um seinen Mittelpunkt oder Multiplikation der Funktion f mit 
einer Konstanten vom absoluten Betrage 1. Bei der logarithmi sehen 
Differentiation filllt diese Konstante heraus. 

Um auch für da^ Poissonsche Integral ein einfaches Bei- 
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spiel zn geben, bestimmen wir die PotentialAmktion fDr das Innere 
des £iiitieitekreises, die am Rande die durch die GleichuDg 

«(l, ifl) — COB lt(l 

Torgegchriebenen Wert« annimmt, l ist eine ganze Zahl. 

Die gesuchte Punktion ergibt sieb am einfachsten als reeller 
Teil der nach (7) gebildeten Funktion 



n')-hj« 



NuD gilt far 1 2 I < 1 die Entwicklung 

\'^''~Xi - 1 + 2<"^' « + 2e-'V" ^» + . . . 
= 1 + 2e cos ^ + 2ü* cos 2^ H 

— i[2esinif( + 2«*ain2i(i + ■ • ■]. 

Nach Multiplikation mit cos liff wird gliedweise integriert, die 
Potenzen z'' treten als Konstanten vor das Integralzeichen. Mit 
Ausnahme des einzigen Teiles 
tn 

verschwinden alle Glieder einzeln, so daß F{z) •— s^ und 

«(r,v)=r^COslv 
wird. 

Ist allgemeiner fttr u die Funktion am Bande dnrch dieFourier- 
sehe Reihe 

m(1 , ^) = a„ + Oj cos V + «s cos 2 V + ■ ■ • 

gegeben, ao liefert die soeben durcbgefQhrte Rechnung u(r, rf) so- 
fort als reellen Teil der Funktion 

T{i) — Oo + (i,e + a,«* H , d. h. 

«(^ y) = Oo + "i*" cos V + a,r* cos 2^ H ■ 

Alle Konstanten a sind als reelle QröSen vorausgesetzt. 

18. Daa Sobwarseolie SpiegelnngspEiuBip. a) Spiege- 
lung an einer Geraden. Wenn sich die analytische Funktion 

L«voQti EonformB Abblldnnff. 7 
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/■(jt) in der Umgebung der Stelle e " Z^ regulär verhält, gestattet 
sie die Darstellung 

(i) /■(,) -«, + »,(.-.,) + »,(. - ».)■ + . . ■. 

Li^ der Punkt ^ auf der Achse des Beeilen and sind die 
EoefBzienten a^, Oj, o,, . . . reell, so folgt ans der Entwicklung (l^ 
sofort, daß die Funktion /(f) in den konjugierten Funkten s-vrc-l-sy 
und z — X — iy konjugiert kompleie Werte f(z) = m + tv und 
f(ß) —"U — iv annimmt. Eine ümkehriing dieaeB Satzes ist, daß 
die Eoeffizientfln a, notwendig reell sind, wenn der Punkt ^g auf 
der X-Achse liegt und f(z) in konjugierten Punkten konjugiert 
komplexe Werte, insbesondere also fOx Punkte der reellen Achse 
reelle Werte besitzt. Man braucht die Beihe unter Annahme 
reeller Z — e^ nur «mal in Kicbtung der a^Achse zu differenzieren 
und nachher t •" e^ zu setzen; der Differentialquotient ist reell 
und hat den Wert nl a,, woraus die Realität von a, folgt. 
Läßt sich die durch das FunktioBeuelement (l) definierte Funktion j 

Ober den Konvergenzkreis hinaus fortsetzen, so kann die Erweite- ■ 
mng gleichzeitig über der reellen Achse und symmetrisch dazu 1 
unter ihr vollzogen werden. Die Eigenschaft, daB konjugierten f 

Werten des Arguments (der Variabein) konjugierte Werte der * 
Funktion entsprechen, bleibt auch in den neu hinzutretenden i 

Gebieten erbalten. 

Nach diesen Torbereitenden Betrachtungen wird das Schwarz- ) 
sehe Spiegelungsprinzip leicht verstanden und gew&rdigt f 
werden kSnnen. Sein Entdecker f&hrt es mit den Worten ein: I 

I. Entspricht bei einer Hnalftischen Funktion einer | 
stetigen Folge reeller Werte des komplexen Arguments • 

eine stetige Folge reeller Werte der Funktion, so ent- I 

sprechen je zwei konjugierten Werten des Arguments ] 

konjugierte Werte der Funktion. 

Hier wird also im Gegensatz za oben nicht angenommen, daß die 
Funktion sich in der Umgebung einer Stelle der Achse des Beeilen 
in der Form (l) entwickeln läßt, es wird nicht angenommen, daß 
die Funktion üher die reelle Achse hinaus fortgesetzt werden kann. 
Der ursprüngliche Definitionsbereich der Funktion ist (im ein- 
fachsten Falle) vielmehr ein Gebiet X, das ganz auf einer Seite 
der Achse des Beeilen liegt, nur soll ein Teil dieser Achse zur 
Begrenzung gehören, und es soll feststehen, daß in einem Stück 
dieser geradlinigen Begrenzung die Funktion eine stetige Beihe 



f: 
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reeller Werte besitzt. Der Satz I busagt dann, daß die Funktion 
ttber die Achse des Reellen hinaus fortgesetzt and das zu Z 
symmetrische Qebiet 7ä zu dem Geltungsbereich der Funktion 
hinzugenommen werden kann. Welcher Art die analytische Fort- 
setzung ist, braucht nicht wiederholt zu werden. Yor einem Fehl- 
schluß sei ausdrücklich gewarnt. Man kann den zu 7. symme- 
trisch gelegenen Bereich Z zeichnen und in ihm eine analytische 
Funktion definieren, die in den Punkten e des Gebiets Werte an- 
nimmt, die konjugiert komplex zu den Werten der Funktion f{i) 
in den symmetrischen Punkten z sind. Daß die so im Gebiet Z 
erklärte Funktion keine neue, sondern die Fortsetzung der 
Funktion f{e) ist, bedarf des Beweises. 

Unserem mehrfach befolgten Grundsatz getreu, unterdrücken 
wir den Beweis, weil sonst wieder ein neues funküonentheoretisches 
HOlfsmittel, das Cauchysche Integral, herangezogen werden maßte. 
Von der Bedeutung des Satzes I für die allgemeine Funktioneu- 
lehre sprechen wir hier nicht. Für die Behandlung von Abbildungs* 
aufgaben ist er in dieser und der nachher zu besprechenden ver- 
allgemeinerten Form unzweifelhaft das wertvollste Instrument. 
Es ist nur eine Übersetzung in eine uns geläulige Sprache, wenn 
wir dem Satz I die Fassung geben; 

n. Entspricht bei der Abbildung des Gebiets Z auf 
das Gebiet TT einem zum Rande von Z gehörigen Stück 
der reellen Achse wieder ein Stück der reellen Achse 
der w-Ebene, so^t gleichzeitig das zu W symmetrisch 
gelegene Gebiet W das Bild des zu Z symmetrischen Ge- 
bietes Z. 

Von der besonderen Lage der Symmetrieachsen können wir 
uns befreien-, anstelle der Achse des Reellen der einen und der 
andern Ebene kOnnen zwei beliebige Gerade treten. Punkten, die 
in hezug auf die Gerade der .^-Ehene spiegelbildliche Lage besitzen, 
entsprechen symmetrische Punkte in bezug auf die Gerade der 
W-Ebene, wenn bei der Abbildung der Bereiche Z und W auf- 
einander Stücke beider Geraden entsprechende Randteile sind. 
Durch einfache Transformation (Drehung und Parallelverschiebung) 
heider Ebenen, bei der sie sich selbst kongruent bleiben, ist dieser 
allgemeinere Fall auf den speziellen zurückgeführt. 

b) Spiegelung an einer analytischen Linie. In dem 
beliebig begrenzten Gebiet Z sei eine Funktion w — f{s) erklärt, 
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die fDr die Paukte eines Stückes l der Begrenzung eine stetige 
Folge reeller Werte dnrchl&uft. Wird Z so auf eine ^Ebene ab- 
gebildet, d&B dfts KurrenstQck l in ein Stück l der reellen Achse 
der ^Ebene übergebt, so genügt die Funktion w — f{z) als FunktioD ! 
von t betrachtet den Bedingungen des Satzes I: sie wird für reelle j 
Werte von t längs 1 reell nud ändert sieb in dem Intervall stetig. ! 
Die Funktion «"— x(') ''anu daher über die Achse des Reellen in j 
der ^Ebene fortgesetzt werden, nnd man kann sie nunmehr in | 
zwei zu dieser Qeraden symmetrisch gelegenen Gebieten 7 und T 
erklfirt annehmen. Der Fortsetzung in das Qebiet T hinein ent- ! 
spricht aber im uiBprfinglicben Gebiet eine Fortsetzung der Funk- 
tion f{e) über die Kurve I hinaus. Die Funktion f(x) •=• ];(() nimmt ' 
dabei konjugiert komplexe Werte an in konjugierten Punkten t | 
(nach I). Nennt man nun zwei Punkte $ und z* Spiegelbilder j 
in bezug auf die Kurve {, wenn in ihnen f(z) konjugiert kom- | 
plexe Werte erh&lt, so ist der Batz gewonnen: i 

in. Die im Gebiete Z erklärte analytische Funktion j 

w — /*(«), die längs des Kandstficks l eine stetige Folge j 

reeller Werte annimmt, läßt sich über I hinaus fort- | 

setzen und besitzt konjugiert komplexe Werte in Funk- \ 

ten, die sich in bezug auf das Kurvenstück l in Spiegel- . 

bildlicher Lage befinden. j 

Satz III gewinnt seine volle Bedeutung erst durch die Be- i 

merkung, daß die ErkUirung der Punkte e und e* als Spiegel- j 

bilder in bezug auf l allein durch die Gestalt dieser Linie bedingt j 

ist und nicht etwa von der besonderen Wahl der Hilfsvariabeln \ 

t abhBugt. Denn sind ä^ und z^ zwei Spiegelbilder in bezug auf [ 

l, gewonnen aus der Abbildung anf die ^Ebene, so sind die zu- i 
geordneten Punkte t^ und t^ symmetrisch zur reellen Achse der 

f-Ebene. Durch einezweite AbbildungdesGebiets Zauf die <'-Ebene, | 

wo dem Stflck l der Teil k' der reellen Achse entspricht, wird ^ 

zwischen den Bereichen der (-Ebene und f'-Ebene wegen der sich ] 
entsprechenden Strecken X und i.' eine Beziehung gesetzt, die den 

Satz I anwendbar macht Ist daher ^' das Bild von «„ in der , 

('-Ebene, so entsprechen sich t^ und t^, nach Satz I demnach auch j 
(j' und \. Da aber \ und g^ zugeordnete Punkte sind, so ist «„• 

als dem Punkte i entsprechender Punkt auch iür die Wahl der A 

Funktion t' das Spiegelbild von ü^. \ 

Bei den Darlegungen dieser Nummer ist stillschweigend an- 
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genommen, AbS die Abbildungen in den Paukten der ausgezeichneten 
Linienstacke frei von Singalarit&ten sind, daB also z. B. in den 
Vorbereitungen zu Satz III die Ableitung -,-" l&ngs I und die 
Ableitung -yj l&ngs l nicht yerschwindet. 

Die einfachste zulässige Funktion ( von e ist die gegebene 
Funktion w = f(z) selbst, wie- aus der Voraussetzung über ihr 
Verbalten längs I einleuchtet. Indem wir, wie in Satz II, das 
geradlinige Stück L, das dem Bogen t bei der Abbildung des 
Gebiets Z auf das Gebiet W entspricht, in beliebiger Lage an- 
nehmen, kennen wir den Satz III als einen Satz aber konforme 
Abbildungen aussprechen: 

IV. Geht bei der Abbildung des Gebietes if auf das Ge- 
biet W durch die Funktion w — f{z) das Stock l des Ran- 
des in die gerade Strecke L über und sind die oben an- 
gegebenen Bedingungen erfüllt, sowird gleichzeitig das 
zu Win bezag auf £ symmetrische Gebiet W* aufbin 
GebietZ* bezogen, dessen Punkte zu den Punkten des 
Gebietes Z spiegelbildliche Lage gegen I besitzen. 

Uie Figuren 31a 
und b widersprechen den 
obigen ÄusfÖhrungen 
nicht: die vier.Spiegel- 
bilder des Punktes e in ' 
Fig, 31a sind Spiegel- 
bilder in bezug auf yier 
verschiedene Linien- 
stucke; Fig. 31b zeigt, 
daß in bezug auf ver- 
scbiedeuB Linien die 
Ider verschie- 




dener Punkte zusanunenfallen können. Die durch Symmetrie gegen 
die beiden Linien entstandenen Gebiete überdecken sich in letz- 
terem Fall. 

Die abbildende Funktion (, die das Bogenstftck l in das gerad- 
linige Stück l der reellen Achse überführt, ist ohne weiteres sn- 
gebbar, die Sätze m und lY also gSltig, wenn der Eandteil l 
ein regulärer Bogen einer analytischen Linie ist. Ein 
solcher ist durch die Gleichung 



ly. Allgemeine Sätse und HeUioden. 



(1) 



e — a: + iy — c„ + c,(( — *,) + c,(i — (,)» + ■ 



defioiert. Darin bedeutet ( einen reellen Parameter, f^ einen 
spezielleo Wert von t und C^ = Oj + ib^, Ci^ a, -\- ib^, . . . kom- 
plexe Konstante. Die Koordinaten x und y eines Kurvenpunktes 
sind somit Funktionen, die mit Hilfe des reellen Parameters t in 
ähnlicher Form wie (l) geschrieben werden kOnnen; nur sind die 
Koei^zienten dieser Darstellungen reell. Regnt&r heißt der fttr 
die verschiedenen zulässigen Werte t beschriebene Bogen, wenn 
e eine analytische Funktion von t ist. Die Konvergeni'. der 
Reibe (l) f&r jeden Punkt l^ des Bogens ( bringt es mit sich, daS 
man der Variabein f auch komplexe Werte beilegen kann, ohne daB 
die Reihe — bei Beschränkung des t auf GrCBen von hinreichend 
kleinem Betrage — aufhört zu konvergieren. Durch die Funktion 
des komplexen Arguments ( von e wird das Gebiet Z auf ein Ge- 
biet der (-Ebene abgebildet, und zwar so, daS das Bogsnstück l 
in einen Teil il der Achse des Reellen übergeht. Durch X werden 
zwei gewisse, zu beiden Seiten der reellen Achse symmetrisch 
liegende Gebiete T und T getrennt, denen in der «-Ebene zwei 
lilngB l zusammenl^uigende Gebiete entsprechen. Eine 
Funktion fiß), die in der mehrfach angegebenen Art 
reell wird för Punkte von Z, läßt sich daher über l 
hinaus fortsetzen. Sie nimmt 
dabei konjugiert komplexe 
Werte an in Punkten, die 
Spiegelbilder voneinan- 
oe der sind in bezug auf die 

^ analytische Linie h 

Ganz besonders einfach 
und darum fOr die An- 
wendungen wichtig ist die 
Spiegelung am Kreise. Durch die Parameterdarstellung 



1 




z — x-\-iy — i 



l-ff 



+ ir 



! + *• 



ist der ganze Kreis als regulärer Karvenbogen gekennzeichnet 
Zu dem beispielsweise im Innern des Kreises angenommenen 
Punkte jBo (Fig. 32) ist das Spiegelbild in bezug auf den Kreis 
gesucht. Der Durchmesser durch z^ schneidet den Kreis in a 
und b iai^'^bz^. Bildet man den Kreis so auf die Halbebene ^ ab, 



f 
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clihfi die Kreislinie in die Achse des Reellen übergeht, der Punkt a 
nach t ■- 0, der Funkt b nach t -= oo gelangt, so verwandelt sich 
die Gerade ab in die Achse des Imaginären, weil die Gerade durch 
den Transformationsmittelpunkt b wieder eine Gerade et^bt, die 
überdies das Bild des Kreises rechtwinklig schneiden mufl. Auf 
dieser Achse liegen zwei Punktepaare: Z^, das Bild von 2^, und 
der konjugierte Punkt fg, dem der Spiegelbildpunkt /g* von z,, 
entspricht, und zweitens die Punkte und oo. Die vier Punkte 
sind harmonische Punkte; ihr Doppel verhSltnis 

ist wegen (g = — 'o gleich — 1. Da nach Nr. 8 bei linearer 
Transformation das Doppelverhältnls von vier Punkten 
unverändert (invariant) bleibt, sind daher die vier in gerader 
Linie liegenden Punkte 2^, a, z^*, b harmonisch und g^* der vierte 
harmonische Punkt zu b, z^, a. Ist r^ der Abstand des Punktes z^ 
vom Mittelpunkt M des Kreises, so ist Mz^ =- — 

Fünftes Kapitel.*) 
Konforme Abbildung einer Kreisfläche auf ans Innere 
eines konvexen Poly^ns. 
19. AbbilduDg auf die Sreieaksfläohe. Es sollen hier noch 
weitere Beispiele zu Biemanns allgemeinem Ahbildungssatz F(ir 
einfach zusammenhängende Bereiche gegeben werden. Es wird sich 
um polygonale Bereiche handeln, Gebiete also, die von einer end- 
lichen Anzahl geradliniger Strecken begrenzt sind. Die Theorie 
der konformen Abbildung dieser speziellen Bereiche, die in enger 
Beziehung zur Theorie der elliptischen Funktionen steht, ist zu- 
erst von Christoffel und H. A. Schwarz Ende der sechziger 
^ahre des vergangenen Jahrhunderts studiert worden. Wir wollen 
uns hier an die Arbeiten dieser beiden Autoren anschließen. Da- 
bei wollen wir uns auf die Betrachtung konvexer Polygone be- 
schränken, die ganz im Endlichen liegen. Ein Polygon heißt kon- 
vex, wenn jede Strecke, deren Endpunkte auf der Berandung des 
Polygons liegen, ganz im Innern oder auf dem Rande des Polygons 

1) Dieses Kapitel rßhrt von Henm W, Blaichke hei. 
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enthalten ist. Einspringende Ecken sind ftlBo bei einer solchen 
Figur aasgeschlossen. 

Unsere Aufgabe ist hiemach diese: Man soll eine Kreisfläche 
eindeutig, stetig und konform abbilden auf die Fläche eines kon- 
vexen Polygons. Die Kooformitüt oder Winkeltreue ist dabei natür- 
lich fDr die Eckpunkte dos Polygons nicht mehr möglich. Wir 
wissen, daß nach dem im vorigen Kapitel angegebenen Etiemann- 
Bchen Satze diese konforme Abbildung existiert, und daß dabei 
die Zuordnung der Bandpnnkte (die im Fall konvexer Bereiche 
alle nur einfach za z&hlen sind) ausnahmslos eineindeutig und stetif^ 
(im gewöhnlichen Sinne des Wortes) ausfallen muß. Auf Grund 
dieses Wissens über die Existenz der Abbildungen wollen wir 
einen analytischen Ausdruck herstellen für die Funktionen, die 
diese Abbildungen vermitteln. 

Das einfachste Beispiel, das sich hier darbietet, ist die Ab- 
bildnng der Kreis^che auf eine Dreiecksfläche. Nehmen wir etwa 
den Einheitskreis | 2 | < 1 in der 2-Ebene und das Dreieck mit 
den Eckpunkten mj, , !*■, , iPj in der 10-Ebene. Von diesen drei Punk- 
ten müssen wir nur annehmen, daß sie im Endlichen liegen und 
nicht sämtlich einer Geraden angehören. Wir wollen uns überdies 
die Fußmarken so gewählt denken, daß der Umlauf von w, flber 
tT) nach if^j positiv ausfallt, daß also die Dreiecksfläche zur Lin- 
ken liegt, wenn man sich in diesem Sinne um die Figur herum- 
bewegt. 

Man kann dasProblem zunächst dadurch etwas vereinfachen, daß 
man an Stelle der Veränderlichen z eine neue Vei^nderliche f ein- 
führt durch die lineare Substitution 



1 



^. ' = M- 



■ 1. 



und dem Punkt 2 = entspricht J — ». Betrachten wir nunmehr 
die Abbildung der f-Ebene auf die tc- Ebene, so haben wir den 
Vorteil erreicht, daß die abzubildenden Bereiche, n&mlich die Halb- 



(1) r-' 

Dadurch wird die Fläche des Einheitskreises | ^ | < 1 in der z- \ 

Ebene konform abgebildet auf die „obere" Halbebene in der f- 'j 

Ebene, also auf das Gebiet tj > 0, wenn wir £ = | -f J»J setzen. I 

Ist nämlich £ reell, so wird | 



f 
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ebene ?!> und die Dreiecksfläche W^w^Wg, beide geradlinig be- 
grenzt sind. 

Die Punkte auf der Achse der reelleo £, die den Eckpunkten 
*"i> **'». **'s i^ugeordnet sind, nennen wir f,, f,, fj. In dieser An- 
ordnung mfissen sie im Sinne wachsender Werte des Realteiles | 
Ton ^ aufeinander folgen. Man kann annehmen, daß die Punkte 
^11 ^> tt '"' Eidlichen liegen, denn fiele einer von ihnen mit dem 
unendlich fernen Pnnkt £' ■~ oo zusammen, so könnten wir ihn 
durch eine reelle lineare Substitution von ^, welche die Hatbebene 
7] "^ in sich selbst übertVhrt, ins Endliche zurückholen. 

Die analytische Funktion w(f), welche die konforme Abbildung 
der Halbebene t) ^ auf die Fläche des Dreiecks tO]»,«', leistet, 
ist für Tj > regulär und geht auf dem Rande ij — in eine 
stetige Folge von Randwerten über. Durcb eine ganze lineare 
Substitution 
(2) «7* = K^w + Ä,, Äi + 0, 

durch die das Dreieck Wjtc,«', einer ÄfaDlichkeitstrhnsformation 
unterworfen wird, die für unser Problem nichts zu bedeuten hat, 
können wir erreichen, daß etwa die Endpunkte w, ,w, auf die 
Achse des Reellen fallen. Dann nimmt die Funktion w*(^^) auf 
der Strecke J'^^j reelle Randwerte an, und es folgt aus dem Spiege- 
lungssatz von Schwarz (siehe S. 92), daß die Funktion w*(f) 
und daher auch w{t) sich noch auf dem Stdcke fjf^ der Achse 
des Reellen (mit Ausschluß der Endpunkte fj , £j) regulär verhält 
Ebenso schließt man, daß w{^) zwischen f, und fj und auch zwi- 
schen ^g und ^^, insbesondere auch im unendlich fernen Punkt 
f =» Oo regulär ist. Der DifFerentialquotient »'(f) ist wegen der 
Winkeltreue der Abbildung im Gebiet tj ^ durchweg von Null 
verschieden mit Ausnahme der Punkte f^, f,, fj, wo er notwendig 
verschwinden muß, da hier die Konformität unterbrochen ist. 

Da die Lage und die Größe des Dreiecks ii\w^Wg und daher 
jede Substitution von der Form (2) für unsere Aufgabe unwesent- 
lich ist, so wird es zweckmäßig sein, sich eine Funktion /'(^) zu 
verschaffen, welche von dieser Willkür nicht abhängt. Dazu wählt 
man nach Schwarz den Ausdruck 

w ««-!'»?■ 

Diese Funktion f(i) ist tatsächlich von der Wahl der Sub- 
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stitution (2), also von der Wahl der £*, , Kj anabhängig, da für 
alte ztil&ssigen Wert« dieser Eonstanten die identische Eelation 
gültig ist 

Aus dem, was wir über die Funktion w(J:) wissen, können wir 
leicht einige wichtige Folgerungen für die Funktion f{^) ziehen. 
Da w'(E) im Gebiet ij > mit Ausnahme der Stellen ?i, f,, f^ 
regulBr und Ton Null verschieden ist, so ist auch /'(£) daselbst 
regulär. Bezeichnet man ferner den (bis auf Vielfache von 2« sr- 
klSrten) Winkel, um den man die Achse des Reellen 
drehen mu8, bis sie so auf die Dreiecksseite «7^w, zu 
liegen kommt, daß der positive Durch 1 auf ungssinn 
der Achse in den Sinn von tOj nach ic, übergeht, mit 

dw 

für die Punkte zwischen £, uhd St 
auf dem Bande tj = 0, genauer aus- 
gedrückt: für die Punkte der end- 
lichen oder unendlichen Strecke 
den Punkt ^ nicht enthalt. Es ist 



1 




In 



1 + t» 



' dl "■ I ds , 
Daraus folgt aber, daß /(f) zwischen J^ i 



idf, . 



e stetige 
r Werte durchlauft. Ebenso fiadet man, daß /"(f) in 
den zwei anderen Teilen der Achse ij ■= zwischen £,, fj und 
zwischen £,, E^ reelle Werte annimmt. Daraus folgt aber wieder 
mit Hilfe des Spiegelungsprinzips, daß /"(?) über die g-Achse hin- 
weg analytisch fortgesetzt werden kann, indem man konjugiert 
komplexen Werten der Variablen £ konjugiert komplexe Funktions- 
werte zuordnet. f{t) ist somit zu einer in der ganzen £-Ebene mit 
Ausschluß der Stellen ti, ^n tt regulär und eindeutig erklärten 
analytischen Funktion erweitert worden. Jetzt bleibt nur noch ihr 
Verhalten an den drei ausgeschlossenen Stellen zu untersuchen. 



19. Abbildung %at die Pieiecksffitche, 



Dazu benutzen wir eine HUfsabbildung auf eine neue kom- 
plexe Z&hlenebene, die wir ({= J + i^)-Ebene nennen wollen. 
"WT'ir bilden die obere Hftlbebene ^ > in der Umgebung des 
ff ullpunktes J = konform ab auf die Fläche des Dreiecks in 
cl«r Umgebung des Eckpunktes W|, wobei die Konformität nur für 
d.as Stellenpaar j ■■ 0, w — ie^ gestört sein soll. Nennen wir den 
X)reieckswinkel bei tc^ etwa j-j (O < j-j < n), so können wir die 
gewilnscbtfl Abbildung herstellen durch die analytische Funktion 



(4) - ,„_,,, + ,'•-.,.. 

Die Potenz j" ist dabei so zu berechnen, da& 

wgj" -^' argj, 

O^argj^ji 

zu nehmen igt. Diese Abbildung der J-Ebene auf die w-Ebene 
setzen wir zusammen mit der Abbildung, die nach unseren An- 
nahmen zwischen der w-Bbene und der f-Ebene besteht. Die Funk- 
tion j(^), die zu dieser zusammengesetzten Abbildung gehört, ist 
für 7) > in der Umgebung von f, regulär und nimmt, da die 
(-Achse der f- Achse entspricht, auf der ^-Achse eine stetige Folge 
reeller Werte an. Daher ist aber nach dem Spiegelungsprinzip die 
Funktion j(() auch noch im Punkte S^ regulSr und hat die Form 

s - «i(£ - fi) + «»{f - ?i)* + «!.(?-?.)' + • • ■. 

a, + 0. 
Hieraus folgt 

r - (t -ti)"{ba + b,(s- f,) + b,a -?,)' + ■■■), 

fco + 0. 

Dabei sind aber die Berechnung der Funktion (£— ^^)" analoge 

Vorschriften zu machen wie für g". Multiplizieren wir links und 
rechts mit e'"* und differenzieren wir dann nach f, so wird 

S - (t- Cd" ''{>,'•"■ + ;{t- 1,) + »,(£-«' + ■■ ■!■ 



102 T- Koofonne Abbild, aaf du Innere einei konTexen Polygons. 



Hieraus folgt weiter dnrch logarithmische Diffei'entiatioa 
'■ - 1 

(5) m)-rf>g = ^ + ¥.a-?.), 

wo ¥, eine konvergente Reihe nach ganzen positiven Potenzen 
von (£ — t,) andeutet. 

Damit haben wir also auch über die Gestalt der Singularität | 

von /'(£') an der Stelle ^( Aufschluß gewonnen. 

Führen wir noch eine neue Bezeichnttng ein. Wir nennen den 
kleinsten positiven Winkel, durch den man die von Wj nach m>j 
gerichtete Dreiecksaeite um tc^ drehen muß, bis sie mit der von 
Wi nach tc, gerichteten Seite zusammenfallt il,n, den ,rAußen- ' 

Winkel" des Dreiecks bei «i, (Fig. 33, S. 100). Dann bestehen | 

die Beziehungen ! 

0<i,<l, i,n + J., -JT. ] 

Die Entwicklung von f{t) an der Stelle ^, kann nun auch in der } 

Form geschrieben werden ; 

(5«) ■ m ji; + *■«-«, j 

unä analoge Entwiclclnugen findet man für die Stellen f, und J'j ' 

durch Vertauschung des Index 1 mit den Indizes 2 und 3. j 

Betrachten wir nun die Funktion 

w rtö + r-ir + Ä + Ä-*- | 

Sie ist nach dem, was wir oben gezeigt haben, in der ganzen S- : 

Ebene mit Einschluß des unendlich, fernen Punktes regulär. Eine ' 

solche Funktion ist aber nach einem fundamentalen Satze der | 
Funktionentheorie ^) notwendig eine Konstante, k ist also eine 

Konstante, deren Wert noch zu bestimmen bleibt. J 

Durch Integration findet man "^ 

dw ^ Gel'; 1 

Da diese Funktion sich im Punkt f = oo regulär verhalten soll, "j 

so muß ft = sein. Integriert man noch einmal, so findet man J 

daher schließlich j 

i) SatE von Lionville. Yel etwa Osgood, Lehrbuch der Funk- ^ 

tionentheorie, I. Bd.,.S. 266. Leipzig 1907, B. G. Teubner. 
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(I) 



"/^ 



£,)^(£-J.H'(£- 



Bei der Berechnung des IntegnUs iat zn beacMeo, daB {^ nnd der 
Integrationsweg im Innern oder auf dem Rande der oberen Halb- 
ebene gewählt werden muß. Um femer (f — J,)^ (n ~ 1, 2, 3) 
zu berechnen, hat man 



(11) 



"g(£-{.)'"-*.«8(£-y. 

Ogiirg(r-£.)^» 
zu nehmen. l,n war der ÄuBenwinkel des Droiecks an der Stelle ie^ 
(II) 0<1.<1, 

es besteht daher die Relation 
(II) Ä-2. 

die zur Folge hat, dafl sich die Funktion tvQ;) auch an der Stelle 
^ = Od regulär verhält. Es bestehen auch die Ungleichungen 

(n) ?! + £, + £,. 

Wir haben nunmehr — heben wir das noch einmal ausdrllck- 
lieh hervor — unter wiederholter Anwendung des Schwarzsehen 
Spiegetungsprinzips, gestützt auf den allgemeinen Abbildnngssatz für 
einfach zusammenhängende Bereiche, den vollständigen Beweis da- 
für erbracht, daß die Halbebene tj > der f-Ebene durch die 
Vermittlnng einer Funktion w(£') von der Form (I) ausnahmslos, 
eindeutig, stetig und konform abgebildet werden kann auf die 
Fläche eines beliebigen Dreiecks in der w-Ebene; 

20. mementarer Beweia für die Abbildung der Dreieoks- 
flKohe. Man kann auch durch ganz elementare Überlegungen, ohne 
sich auf den Riemannscken Satz zu berufen, zeigen, daß jeder Aus- 
druck von der Form (I), wenn die Vorschriften (II) erfüllt sind, 
die konforme Äbbilduitg der Halbebene ij > auf eine Dreiects- 
fläche vennitteli Und dann kann man auch ohne Mühe nachtiüg- 
lich zeigen, daß man so auf jede Dreiecksfläche kommen kann 
durch geeignete Wahl der Konstanten C, C, l^. 

Nehmen wir an, die Punkte f,, f,, £, lägen in der Anordnung 
£i < ?j < £j auf der |-Achse. Durch geeignete Wahl der Ba- 
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Zeichnung können wir j& immer diese Anordnung herstellen. 
D&nn ist 

^'^^ "^ (£-f,)J. {£-£,)!, (J-:.)^. ~ 

I- (i, + 1, 4- i,)>i - ~ 2« far j<t„ 
-(0 + 1, + i,)« für.t.<t<t„ 

-(0+ + 1,)« farü<t<?j, 

-(0+ 0+ 0)«-0 för?,<£. 

Lsaft man also bei der Integration (I) etwa auf der negativen £-Achsa 
im Sinne wachsender Werte von i, so bleibt arg w'(0 konstant, 
d. h. der Punkt w bewegt sich geradlinig fort. Überschreitet man 
die Stelle £, so schwenkt der Punkt ic um den Winkel 1,7t nacb 
links und läuft dann wieder geradlinig weiter. So geht dies fort. 
Die Figur muß sich schlieBen nach dem Satze von Oauchy 
über die Integration komplexer Funktionen, da nttmlich das Integral 
sich f ür ^ i^ oo regulär verhält und auf unserem Integrationswege 
kein singulärer Funkt der integrierten Funktion umlaufen wird. 
Da einer einmaligen Durcblanfung der £-Achse eine einmalige 
Durchlatifung des Dreieckumfanges entspricht, ao sind die beiden 
Gebiete i] > und die DreiecksfliLche eineindenüg auf einander 
abgebildet. 

Damit ist der Beweis schon vollendet. Soll man durch die 
konforme Abbildung auf ein bestimmt vorgegebenes Dreieck kom- 
men, so hat. man nur die GrSäen X^a gleich den AnSenwinkeln 
des gegebenen Dreiecks zu wählen. Dann bildet die Funktion 
w(f) bei beliebigen C(-^O) und C die Halbebene auf ein Dreieck 
ab, das zu dem gegebenen Shnlich ist. Durob geeignete Wobt der 
Konstanten C und C kann man also noch nachtrKglich erreichen, 
daß das entstehende Dreieck mit dem gegebenen zusammenfällt. 

Eine reelle lineare Substitution mit positiver Determinante | 

fuhrt die Halbebene ij > in sich über. Man kann daher eine ! 

solche Transformation dazu benutzen, um das Integral in der { 

Formel (I) zu normieren, indem man etwa die Funkte t,, £'j, ts in i 

die Punkte 0, 1, c» überführt, was durch die Substitution J 

('91 f* — ^'~^ . ^~^ ij 

^' ' t.-?, £-£. ^ 

geschiebt. Dabei nimmt, wie eine kleine Rechnung lehrt, bei der 



i 



f 
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die Beziehung l^ -i- X^ ■]■ l^ ~ 2 xa beachten ist, die Formel fol- 
gende Qeatalt an 



(3) 



■'Vf'.e-i: 



Kehren wir wieder zu einer beliebigen Annahme der Funkte 
tu ^, it ^uf ^^"^ I- Achse zurück und fahren wir die Trans- 
formation 

rtickwärtä ans, die nns von der Fläche des Einhettskreises | « | < 1 
auf die Halbebene ij > geführt hat. Setzt man 

in die Formel (2) ein, so findet man, doB w(:f) dieselbe Form hat 
wie »(£■), nämlich 



(in) »-jc/- 



i,y,(,z~i,y,(!-i,y. 



+ K'- 



Dabei Ist aber jetzt die Veränderlichkeit von n auf das Gebiet 
{ 2 j ^ 1 einzuschränken und die Punkte tj, z^, «j sind beliebig, 
nur verschieden voneinander auf dem Einheitskreis zn w&hlen. 
Unter den Bedingungen 

U 1 = 1, e^ + e^ 
(IV) ' " ' ' " ^ » 

^*,-2, 0<i,<l 
vermittelt also die Formel (III) bei geeigneter Wahl der Konstanten 
die Abbildung der Kreisfläche | ^ | < 1 auf die Fläche eines beliebig vor- 
geschriebenen Dreiecks mit den Außenwinkeln l^n, X^n, l,n. Bei 
der Berechnung der Ausdrücke (e — t^nY" hat man dabei so vor- 
zugehen. Setzt man «, — ^'n, wobei (— « ^ -9^ < «) ist, so ist 

(IV) #,-|äarg(^-0^»- + | 

(IV) arg (e — «,)'" -= i, arg (e — g^) 

zu nehmen. Dnrch diese Festsetzungen ist die Funktion w(e) im 

Einheitskreise eindeutig erklärt. 
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Uan k&im übrigens auch bei der Formel (III) durch das 
Verhalten der Argumente am Bande erkennen, daS sie eine Ab- 
bildung des Einheitskreises auf ein Dreieck darstellt. 

ai. Abbildimg auf Vielecke. In der TOrigen Nummer haben 
wir gezeigt, dafi für dag Studinm der konformen Abbildung der 
Dreiecke die etwas schwierigeren Überlegungen, die wir in Num- 
mer 19 angestellt hatten, sich eigentlich entbehren ließen. Hatte 
man erst einmal die Formel (I) — die muß man sich allerdings 
irgendwie verschaffen — dann kann man, wie in Nummer 20 dar- 
getan ist, ohne Schwierigkeiten alles zeigen, was wir vorher auf 
langwierigem Wege ermittelt hatten. Der Wert der Überlegungen 
von Nummer 19 liegt also anscheinend nur darin, daß man durch 
sie die Formel (I) auf systematiachem Wege aufBndeu kann. Geht 
man aber einen Schritt weiter, betrachtet man nämlich an Stelle 
von Dreiecken Vielecke mit größerer Eckenzahl, so erkennt mau 
sofort, daß diese Betrachtungen erheblich weiter reichen als die 
späteren. 

Der Beweis in Nummer 18 Ußt sieb nSndich ohne weiteres 
auf konvexe Polygone übertragen, deren Seitenzahl s größer als 
drei ist. Geht man den Beweis durch, so findet man, daß an keiner 
Stelle die Voraussetzung s = 3 irgendeine Bolle spielt Alles gilt 
in derselben Weise auch für konvexe Polygone mit größerer 
Seitenzahl. 

Man findet so das allgemeinere Theorem: Man kann die obere 
Halbebene tj ]> der ^-Ebene eindeutig, stetig und konform ab- 
bilden auf die Fläche eines beliebig vorgeschriebenen konvexen 
Polygons mit der Seitenzahl s ^ 3 in der »-Ebene durch eine 
analytische Funktion von der Gestalt 
t 

(I*) W - Cj (f_f,)..(t_f.)i....(£_-^, + C'- 

Dabei haben die Belationen (H) nnveründerte Gültigkeit und 
die Größen i,jr(M = 1, 2, . . . s) bedeuten die analog wie in Figur 33 
gemessenen Außenwinkel des Vielecks. 

Die Überlegungen von Nummer 30 lassen sich ebenfalls ver- 
allgemeinern, aber nicht ausnahmslos. Zunächst zeigt man nämlich 
gerade wie dort, daß die Funktion w(0, welche durch die For- 
mel (I*) definiert ist, die konforme Abbildung der Halbebene 
ij > auf ein konvexes Polygon vermittelt, sobald nur die Be- 
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dingUDgen (II) erfQllt sind. Daß man aber durch geeignete Be- 
stimmung der Konstanten 1„ £., C und C zu jedem konvexen 
ä-Eck kommen kann, das ist jetzt nicht mehr so einfach nach- 
zuweisen. Dort hatten wir nämlich die Tatsache benutzt, dafl ein 
Dreieck seiner Qestalt nach schon väUig bestimmt ist, wenn man 
nur seine Äufienwinkel l^n angibt, das ist aber schon ftirs Viereck 
nicht mehr zutreffend. Hier leistet also unser erster Beweis, der 
Tom allgemeinen Riemannscben Satz für einfach zusammenhängende 
Bereiche ausging, erheblich mehr. • 

Man kann sich allerdings durch eine Abzahlung der verfQg- 
baren Konstanten plausibel machen, dafi die Formel (I*) alle koi^ 
vexen Polygone liefert, aber nenn man diesen Gedankengang zu 



einer zwingenden Schlußweise ausgestalten will, muß man dazu 
auch ganz schweres BUstzeug heranholen. 

Natürlich kann man auch für s > 3 die Abbildung auf den 
Einheitskreis ' e | < 1 genau ebenso vornehmen, wie im früheren 
Falle s — 3. Man hat nur in der Formel (I*) 2 an Stelle von £ ein- 
zuführen und die Regeln (IV) zu beobachten. Schreiben wir diese 
Formel etwa für ein regelmäßiges A-Eck hin. Da können wir 
die e_ gleich den s-ten Einheits wurzeln setzen and für alle i, 
haben wir — zu setzen. Auf diese Art findet man unter unerheb- 
licher Spezialisierung der Konstanten 
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lOS ^' Eonforme Abbild, ftuf du Inneie ein«B konTexen Polygoai. 

Reprodnziereu wir hier eine Figur (Fig. 31 auf der Toriges Seite), 
die H. A. Schwarz Mr den Fall s — 4 gezeichnet hati 

Wir haben naturgemKfi s ^ 3 Torauegesetzt, Uan kann nun 
aber die Formel (I*) oder die analoge Formel (Br die Variable e 
im Einfaeitskrei^e auch noch für s — 2 und auch noch fQr s — 1 
hinschreiben. Für 3 — 2 liefert die Formel in z bei Beachtung 
der Bedingungen (IV) die Abbildung der Fläche des Finheitskreises 
auf das Innere ein^s Winkels von der Größe n(l — A,), weiui 
A, < i, ist. Nur im Falle, daß i, — i, — 1 ist, rückt der Scheitel 
des Winkels ins Unendliche, und so entsteht die Abbildung des 
Einheitskreises auf einen von zwei parallelen Geraden begrenzten 
Streifen, der sich beiderseits ins unendliche erstreckt. Man erhält 

eine derartige Abbildung auf den Streifen — t<"^ + 7i ("~" 
itealteil von w), wenn man 

IC — arctg/ 

setzt. FQ^ s <— I schließlich erhält man die Abbilduug der Kreis- 
flKche auf die Halbebene. 

Es liegt der Gedanke nahe, die hier durchgefobrte Unter- 
suchung auch auf Polygone von allgemeinerer Art auszudehnei 
indem man die Bedingung, daß die Polygone konvex sein solle 
(il_ > O), fallen Iftßt. Man kann dann auch Polygone zutassei 
die die Ebene mehrfach Überdecken. Eine andere Art der Ver- 
allgemeinerung wäre, die Seitenzahl s der konvexen Polygone ins | 
Unendliche wachsen zu lassen. Dies hat neuerdings Herr E. Study I 
durchgeführt, und es sei deswegen auf sein Lehrbuch verwiesen, 
wo die im wesentlichen von Schwarz herrührende Theorie, von | 
der hier ein TeU dargestellt ist, weitergebildet wird.*) j 

Wir wollen uns hier damit begnügen, einige spezielle Fälle | 
von Polygonen zu behandeln, die zur Theorie der doppeltperio- '. 
dischen Funktionen in naher Beziehung stehen. ' 

22. Konforme Abbildung der FllLolie des Beobteoka, j 
Benutzen wir unsere Formel (I*), um die Halbebene ij > der J- \ 

1) E. Study, Vorlesniigen II, konforme Abbildung eiarach i 

zuHammenh&ugeniler Bereiche. Bearbeitet nnter Hitwirkung von J 

W. BUichke. Leipzig, 1912, B. G, Teubner. Dort findet man auch | 

einen Beneia für den Riemannschen Abbildnu^aatz in seiner all- ' 

gemeinaten Form, die von H. Poincar^ und F. Eoebe formuliert ) 

worden ist, wiedergegeben. ' 



I 
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Ebene konfonn abzubilden aaf die Flftclie eines Bechteckg w, tc, (Cjtc« ■ 
Wir tiaben a •— 4, i, — ^ zu setzen und finden daher, wenn wir 
die Konstanten C und C etwa gleich Sins und Null setzen, 



(1) 



J r(£-J,)(£-£,)(C-S.Hf-£.) 



Dabei ist f^ + £m *""^ 

(2) O^argVi^^f 

ZU nebmen. Die Numerierung sei so eingerichtet, daB i^ <C tt 
■< ?s < S« ist. Dann findet man für reelle Werte von f 

- 4 ■ J für ? < f, 

-3| für £,<£<£, 

(3) arg^ 2.*förf,<5<S, 

-l| fllr£i<f<t, 

0|färf,<?. 

Die Seit«ii deg Rechtecks liegen also zu den Koordiuatenauhseu 
in der Ebene der komplexen Veränderliehen w = m + iv so, wie 
in der Fig. 36angedeutetist. DieSeiten- „ 
längen sind 



{*) 






o"* 



Wir wollen nun die konforme Abbildung, die durch die Funk- 
tion «>(£)) vermittelt wird, auch im Großen studieren, dadurch, daß 
wir diese analytische Funktion, von der wir bisher durch die Be- 
stimmungen (3) einen Zweig abgesondert hatten. Über die gerad- 
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linige Begrenzung hinaus nach dem Schwarzachen Spiegelunj^s- 
prinzip analytisch fortsetzen. 

Denken wir uns zuerst die zweiblSttrige Riemannsche fläche 
der Funktion 

(5) 



''£ y{?-£,)(E-E.)CE-W(J-E.) 
über der ^-Ebene aufgebaut. Dazu kann man etwa so verfahren. 
Man legt zwei Exemplftre der £-£bene flbereinander und schlitzt 
beide längs der endliehen geradlinigen Strecken f^^ und Satt ^^f- 
Die so entstandenen beiden Blätter der Fläche, das „untere" und 
das „obere" Blatt, heftet ^rp 

man längs der übereinander' 
Uzenden Schlitze kreuzweise '^'o- 
zusammen. Also z. B. längs 
J^^ das Stück ij > des 
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oberen Blattes an das Stück rf < des unteren und das Gebiet 
1] < des oberen an das Gebiet ij > des unteren Blattes. 
Ebenso längs tj^i- Daniit ist die zweiblättrige Riemannsche Fläche 
mit den vier Verzweigungapunkten f,, ^, fj, f^ und den beiden 
Verzweigunga schnitten f, J, und ?,£^ vollendet. 

Zieht man eine Kurve C, soweit sie im oberen Blatt liegt, 
voll aus und punktiert man ihre im unteren Blatt gelegenen 
Stücke, so kann man sich das Verhalten der Fläche an der bei- 
gegebenen Figur leicht deutlich machen (Fig. 36). 

In diesem zweib^ttrigen Bereich ist ^i^ Funktion (5) eindeu- 
tig. Wenn man etwa vorschreibt, daß den Paukten in der Halb- 
ebene Tf ^ des oberen Blattes die Funktionswerte, die durch 
die Ungleichungen (2) eindeutig bestimmt werden, zugeordnet wer- 
den sollen, so gehört zu jedem Punkt der Riemannschen FISche 
ein eindeutig erklärter Wert der Funktion. 

Nach diesen Festsetzungen wird also durch die Formel (l) 
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die Halbebene i] > des oberen Bl&ttea auf das Rechteck t«,WjU',iC4 
abgebildet. Setzen wir nun diese konforme Abbildnng mittels des 
Spiegelungaprinzips analytisch fort. Spiegeln wir zuerst dos Recht- 
eck an der Seite w,u',, wodurch wir ein neues Rechteck w'iWiiTgW'^ 
erbalten. Entsprechend haben wir die Kalbebene i] ]> des oberen 
Blattes an £jf, zu spiegeln, wodurch wir in das Gebiet ij<0 des 
oberen Blattes gelangen. Spiegeln wir weiter beide Halbebenen 
des oberen Blattes an der Strecke f^^^ und die beiden zugehörigen 
Becbteckean den entsprechenden Seiten tCjW^ und tCgtv\. Damach 
I entsprechen sich: die Halbebene ^ < des unteren Blattes und das 

1 Rechteck w'\w\iv^w^ (vgl. die Figur 37), die Halbebene ij > 

desselben Blattes und das Bei^teck w"\tii\KfW\. 
r Dadurch ist die gesamte Kiemannsche FlBche konform abge- 

I bildet auf das groSe Rechteck Wjw\w"\w'\. Diese Abbildung ist 

' umkehrbar eindeutig, wenn wir etwa festsetzen, daß von der Be- 

• grenzung des Rechtecks nur die Seiten zum Rechteck hinzu- 

' genommen werden sollen, die im Punkte w, lusammenstoBen. 

Der ProzeB der analytischen Fortsetzung ist damit aber noch 

nicht zu Ende, nichts hindert uns den SpiegelungsprozeB weiter 

! fortzusetzen. Dabei kommen wir auf der Riemannsehen FlBche 

) allerdings ins alte Gebiet zurück, während wir auf der ic- Ebene 

immer neuen Boden gewinnen. Nehmen wir einen Punkt ^ im Innern 

S der Halbebene tj>0 des oberen Blattes. Ihm entspricht von der 

eben festgelegten Zuordnung ein Pnnkt w im Innern des Becht- 

^ ecks Witf^tv^Ki- Spiegeln wir nun den Punkt ^ an f^^j nach £i und 

entsprechend den Punkt tv an w^vl^ nach ui. Spiegeln wir ?i weiter 

an ^3 ts 1 so gelangen wir zum alten Punkt £ im oberen Blatte zurück. 

In der w-Ebene kommen wir aber zu einem neuen Punkt tOu. —• 

w; + 2», (vgl. die Formel (4)). Wir haben also durch analytische 

j Fortsetzung gefunden, daß dem Punkte t *^es oberen Blattes durch 

^ die Funktion !f(£) nicht bloß der Punkt ic, sondern auch der 

Punkt tv -\- 2iag zugeordnet igt. Analog kann man zeigen, dafi ihm 

auch der Punkt w -f 2o,- entspricht und allgemeiner jeder Punkt 

w -|- 2m M] -f- ^ncDg, wo m und n irgend zwei positive oder nega- 

' tive ganze Zahlen bedeuten. 

k Die konforme Abbildung ist also in der einen Richtung un- 

f endlich vieldeutig, in der andern Richtung aber eindeutig: Jedem 

> Funkt ^ der Riemannsehen Flfiche entsprechen unendlich viele 

Punkte der w-Ebene; ist w einer unter ihnen, so erhRlt man alle 

andern in der Form w -i- 2»)it), + Snco^. Jedem im Endlichen 
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Durch die Gleichung 



-fy 






liegenden Pankte in der w-Ebene entspricht ein einziger Punkt 

der Biemannschen Fläche und damit ein einziger Wert ron ^ untt | 

^- . Während also die Funktion w(£) unendlich vieldeutig ist, | 

ist die UmkehrungsFunktion S(t(i} eine eindeutige an&lytiscbe I 

Funktion, die die identische Relation I 

t{iv + 2mw, + antog) = f(ic) i 

für Alle ganzzahligen m und n befriedigt. Man nennt die Funk- < 

tion daher doppeltperiodisch. Dasselbe gilt von der Funk- i 

.: dS ' 

tion T — I 

Heben wir noch einmal hervor: < 



yc:-i:i){E-£.)«-WCf-w I f™ + f- 1 ^ 

I 



ist die obere Grenze ^ des Integrals als eindeutige analytische 
Funktion der komplexen Veränderlichen w definiert. 

Dies ist das berühmte Umkehrtheorem von Jacobi. Wir 
haben es hier nur ftlr reelle Werte der Konstanten f, bewiesen, 
es gilt aber auch für komplexe f,, worauf wir hier nicht eingehen 

wollen. I 

Man kann leicht Einiges über die Funktion t(w) aussagen. I 

Sie durchläuft ihren gesamten Wertevorrat schon in jedem Recht- | 

eck mit den Endpuukten ^c,w■\-2m^,w-\-2co^-\-2a^^,^o-^•2ag. J 

Sie hat im Endlichen nur reguläre Stellen und Pole von erster j 

Ordnung, in jedem der angegebenen Rechtecke zwei, die den J 

Funkten J' ~ Od des unteren und oberen Blattes der Biemann- ; 

sehen Fl3che entsprechen. Man nennt nun jede eindeutige und 1 

doppeltperiodische Funktion, die im Endlichen abgesehen von Polen I 

keine weiteren Singularitäten hat, eine elliptische Funktion. \ 

^(u!) ist also eine elliptische Funktion. Sie stimmt bis auf eine | 

ganze lineare Substitution mit der von Weierstraß eingeftilirten j 

j3-Fuuktion überein. Für reelle f„ ist die eine Periode 2(o, reell i 

und die andere 2 a, rein imaginär. l 

dt ' 

Bezeichnen wir für den Augenblick die Funktion ^— mit 9, | 

SO daß also die Beziehung besteht * 



SS. Poljgone, dia man durch eindeutigeFnnktioiietiabbildenkaiiti. LI3 

»■ - (t - «(E - f,)ft - «a - ü - 0, 

die, wenn man g und & als rechtwinklige Punktkoordiuaten in einer 
Ebene deutet, eine Kurve dritter Ordnung ohne Doppelpunkt dar- 
stellt. Da nun t und & beide aU eindeutige Funktionen von te 
dargestellt sind, so sieht man, daß w fUr unsere Kurve (oder auch 
für die oben konstruierte ßiemannsche Fläche) ein uniformi- 
sierender Parameter ist, da nämlich zu jedem Fanuneterwert 
ein einziger Kurrenpunkt gehört. 

Die Frage nach derartigen uniforniigierenden Parametern fUr 
algebraiache und weiter für beliebige analytische Kurven, ist eines 
der interessantesten Probleme der Fanktiosentheorie. Es ist neuer- 
dings von H. Poincare und F. Koebe der allgemeine Nachweis 
dafBr erbracht worden, daS man zu jeder analytischen Kurve auf 
mannigfache Arten uniformisierende Farameter finden kann.') 

33. Polygone, die man dnroli eindeutige analftisolke 
Funktionen konform auf die EreiBflSohe abbilden kann. 
In der vorigen Nummer ist gezeigt, daß es möglich ist, die Fläche 
eines Rechtecks auf die Halbebene oder auf die FlElche eines Krei- 
ses mit Hilfe eindeutiger analytischer Funktionen konform 
abzubilden. Wir wollen in diesem letzten Abschnitt die Aufgabe 
lösen, alle polygonalen Bereiche zu linden, bei welchen diese Ab- 
bildung durch eindeutige Funktionen geleistet wird. Dabei ist es, 
wie man gleich sieht, unnGtig, sich auf konvexe Polygone zu be- 
schränken. 

Nehmen wir an, die Halbebene t) > der f-Ebene sei kon- 
form auf das Innere eines Polygons in der tr-Ebene bezogen. Man 
kann diese konforme Abbildung wieder mittels des Spiegelungs- 
prinzips analytisch foiisetzen, indem man die beiden Bereiche an 
ihren geradlinigen Begrenz uugslinien spiegelt. Die durch diese 
analytische Fortsetzung vervollständigte Abbildung soll so be- 
schaffen sein, daS durch sie jedem Funkt der endlichen £-Ebene 
immer nur ein einziger Funkt der w-Ebene zugeoi-dnet wird. 

Richten wir unser Augenmerk anf eine Ecke w, unseres Poly- 
gons und auf den Winkel a, des Polygons, der in w^ seinen 
Scheitel hat und dessen Schenkel wir mit S und S' bezeichnen 
wollen. Spiegelt man das Polygon an seiner Seite S', so erhält 

1) Der Nachweis steht in Zusammenhang mit der erwähnten Er- 
weiterung des Riemmmachen Abbildungesatzea. VgL die Anmerkung 1] 
auf 8. 108. 
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man ein neaes, du w. wieder zur Ecke hat nnd von dem hier 
zwei Seiten 8' und 8" zngammenstoBsn. Spiegelt man neuerdin^ 
an S", so erh&lt man ein zum ursprttnglichen kongruentes Pol; ^n, 

das aus ihm durch Drehung um den Winkel 2u^ um den Eck- \\ 

punkt IC, herrOFgeht, Punkten innerhalb der beiden Polygone, 1 

die durch diese Drehung zugeordnet werden, entsprechen dieselben 'I 

Punkte in 'der ^-Ebene, da die zweimalige Spiegelung an der | 
Achse dea Beeilen die IdentitBt ergibt. 

Spiegeln wir weiter an S'", der neuentstandenen Seite des ' 
istzterhaltenen Polygons, die durch w, hiadurchgeht, und fahren j 
wir so fort, bis wir endlich nach p Spiegelungen zu einem Poly- 
gon kommen, dessen Winkel S^^S^*^^ mit dem Scheitel w, den | 
Winkel SS' ganz oder zum Teil überdeckt. Allen Punkten, die | 
beiden Winkeln gemeinsam angehören, sollen in der f'-Ebene die- i 
selben Punkte zugeordnet sein in der nrsprflnglichen, wie in der i 
durch f -malige Spiegelung erhaltenen Abbildung. Das ist nur i 
möglich, wenn p eine gerade Zahl ist, und wenn die beiden Winkel 1 
v611ig zusammenfallen. Beides tritt dann und nur dann ein, wenn J 
K, ein ganzzahliger Teiler von ji ist. I 

Kein Winkel des Polygons darf also größer sein als ein rech- I 

ter. Einspringende Winkel sind dadurch von vornherein, auage- ' 

schlössen, das Polygon muß also konvex sein. Überlegen wir uns I 

weiter: Die Winkelsumme in einem «Seit ist (s — 2)n. Sind alle * 



weiter: Die Winkelsumme in einem «Seit ist (s — 2)n. Sind alle 

Winkel gleich, so ist jeder gleich ■ n. Sind sie aber ungleich, ' 

so ist mindestens einer gröSer als diese Zahl. Daraus folgt, daß | 

in einem Polygon mit mehr als vier Seiten sicher ein Winkel j 

vorkommt, der gröBer als ein rechter ist. Solche Polygone kom- \ 

men also für unsere Frage nicht in Betracht. Bei Tierecken muß, I 

wenn kein Winkel größer als ^ -sein soll, notwendig jeder gleich | 

\ 



^ , d, h. das Viereck muß ein Rechteck sein. Für Rechtecke ist 

aber unsere Forderung tatsSchlich erfüllt, wie in der vorigen 

Nummer gezeigt worden ist. 1 

Es bleiben also nur noch die Dreiecke zu behandeln Übrig. i 

Es seien .? 



die drei Dreieckswinkel, die die Gleichung beMedigen 
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— + — + --1- 

iH y^ »s 
Man hat also zunfichst die Aufgabe vor sieb, diese Gleichung in 
f*ii ^1 f*s '" gaDzen Kahlen ^ 2 anfzulSeen, Jedes Lösungssj'stein 
bestimmt die Gestalt eines Dreiecks, das möglicherweise die ge- 
wünschte Eigenschaft hat. 

Nehmen wir alle ft„ gleich an, so erhalten wir die erste Lösung 




(I) 



Sind die (i verschieden vonelnaDder, so mufi mindestens eines 
nnter ihnen, sagen wir (ig, kleiner als drei, also gleich zwei sein. 
Dann können fii und ^, wieder gleich angenommen werden, 
das gibt 



(11) 



oder es muB eines dieser beiden jt, nehmen wir z. B. ^, kleiner 
als Vier, also notwendig gleich Drei sein. Das gibt — wenn wir 
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von nebensKcUichen Tertanscbungen der Indlces absehen — die 
letzte Lesung 

[^,-6, i^-S, f*a = 2; 
(III) - * - 

Jede dieser drei verscbiedenen Dreieckaformen führt nun tat- 
sächlich Z11 einer Lösnng des oben aufgeworfenen Problems. Nimmt 
man nftmlich irgendeine der drei Dreiecksformen, etwa das gleicb- 
seitige Dreieck (vgl. die 
Figur 38) in der f-Ebene 
als Äaagangspunkt, so er- 
hält man durch unbe- 
grenzte Anwendung des 
Spiegelungsprozesses eine 
einfache Uberdeckung der 
ganzen £^-Ebene mit Aus- 
schluß ihres unendlich 
fernen Punktes. Daraus 
schließt man aber leicht, 
daß jedem im Endlichen 
liegenden Punkt der f- 
Ebene niu- ein einziger 
Punkt in der w- Ebene 
zugeordnet wii-d. 

Die Funktionen t(w'), 
"■■ *"■ die die zu den drei Fällen 

gehörigen konformen Abbildungen liefern, sind, wie man aus den 
beigegebenen Figuren 38, 39, 40 ersieht, doppeltperiodisoh. Da 
sie, wie man ebenfalls nicht schwer bestätigen wird, anSer Polen 
keine weiteren Singularitäten im Endlichen besitzen, so sind sie 
wieder elliptische Funktionen. 

24. AuBbliok auf weitergehendo Unterauohungeii; Das 
in der letzten Nummer behandelte Problem kann man z. B. so 
Terallgemeinem, daß man nach allen Kreisbogendreieoken fragt, 
die bei der Reproduktion durch Spiegelung an der kreisförmigen 
Dreieckseite zu einer einfachen Überdeckung der ganzen Ebene 
oder eines Teiles der Ebene fuhren. Man hat da drei wesentlich 
Terschiedene Fälle zu unterscheiden: 1. Jeder der drei Kreise, 
auf welchen die Dreieck ss ei ten liegen, schneidet einen vierten 
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EreisiQdenEudpunkten je eines DurchmesserB dieses TJerteh Kreises. 
2. Die drei Kreise gehen durch einen Pnnkt. 3. Sie haben einen 
gemeinBamen Oithogonalkreis. Im Falle 1. kommt man bei ge- 
eignet gewählten Kreisbogendreiecken durch eine endliche Anzahl 
von Spiegelungen zu einer einfachen Bedeckung der ganzen Ebene 
mit Einschluß ihres unendlich fernen Punktes. Der Fall 2. ist, 
wenn man den gemeinsamen Schnittpunkt der drei Kreise durch 
eine lineare Substitution ins Unendliche befördert der frtther von 
uns bebaadelte Fall, der zu einer einfachen überdeckung der 
Ebene mit Ausschluß ihres unendlich fernen Punktes führt. Fall 3. 
endlich führt zu einer Überdeckung eines kreisförmigen Gebietes, 
dessen Grenze von dem gemeinsamen Orthogonalkreis gebildet wird. 

Dreiecke der ersten Art können durch rationale Funktionen 
konform auf eine KreisflSche abgebildet werden, Dreiecke der 
zweiten Art — wie wir oben gesehen haben — durch elliptische 
Funktionen und endlich Dreiecke der letzten Art durch ein- 
deutige transzendente Funktionen, die den Orthogoualkreis 
als natürliche Grenze haben, d. h. Aber diesen Kreis nicht 
.analytisch fortgesetzt werden können. 

Wegen der schönen algebraischen und funktionentheoretischen 
Betrachtungen, die sich an diesen Gegenstand anschließen, sei auf 
die Abhandlungen von H. A. Schwarz über die hypergeometrische 
Reihe und auf die von R. Fricke herausgegebene Vorlesung 
F. Kleins tlber die elliptische Uodulfunktion hingewiesen. 

Alle diese eindeutigen Funktionen, die zur konformen Ab- 
bildung der Dreiecktypen auf die Kreisfläche führen, haben die 
Eigenschaft, bei gewissen linearen Substitutionen der VeHinder- 
lichen, die durch Zusammensetzung der verwendeten Spiegelungen 
entstehen, ungeändert zu bleiben. Man nennt sie deshalb auto- 
morphe Funktionen. Das Studium dieser sehr allgemeinen 
und wichtigen Funktionenklasse, der Funktionen, die bei einer 
Gruppe linearer Substitutionen unveränderlich bleiben, bildet 
den Gegenstand eines umfangreichen Werkes derselben Autoren 
R. Fricke und P. Klein. 

Den Ausgangspunkt fflr die Betrachtungen der beiden letzten 
Kapitel dieses Bächleins hat der allgemeine Abbildungssatz ftlr 
einfach zaaammenhingende Bereiche gebildet. Es ist nun sehr 
bemerkenswert, daß ein analoger Satz auch noch fär mehrfach 
zusammenhängende Bereiche besteht. 



1 18 V. Eonfonne Abbild, auf doe Inner« eines konTesen Polygons. 

BeschrtnU: man sich anf schlichte Bereiche, d h. auf Be- 
reiche, die die Ebene nii^ends mehrfach Oberdecken, so kann maa 
einen n-&cb zusammenhangenden Bereich am einfachsten mit 
Hilfe des Begriffs der Restmenge erklären. Unter der Beatmenge 
einer Ponktmenge versteht man d&hei die Gesamtheit aller Punkte 
der Ebene, die der Pnnktmenge nicht angehören. Ein schlichter 
Bereich heiSt n-fach Kosammenhängend, wenn seine Eomplementär- 
menge aus n getrennten Kontinuen besteht (die sich auch auf ein- 
zelne Funkte reduzieren kSnnen). Sind diese Kontinuen insbeson- 
dere Kreisflächen, so spricht man von einem Kreisbereich. 

Der allgemeine Satz, der den Biemannschen AbbildnngBsatz 
als speziellen Fall nmfaBt und der zuerst von P. Koebe bewiesen 
worden ist, lautet so: Jeder n-fach zusammenhängende Bereich 
kann eineindeutig, stetig und konform auf einen Kreisbereich ab- 
gebildet werden. Dieser Kreiabereich darf aber nicht beliebig vor- 
geschrieben werden, da er von vornherein bis auf lineare Substi- 
tutionen eindeutig bestimmt ist. 

Zum Beweise verwendet Koebe sein iterierendes Verfah- 
ren, das in einer unbegrenzten Wiederholung der Biemannschen 
Abbildungsmethode besteht. Das wichtige Hilfsmittel beim Beweise 
der Konvergenz dieses Verfahrens bildet Koebes Verzerrungs- 
satz, einer der weittragendsten und allgemeinsten Sätze aus der 
Theorie der konformen Abbildung. Man findet diesen Satz und einen 
von Koebe herrührenden Beweis in dem schon oben (S.. 108) ge- 
nannten Lehrbuch von E. Stud; dargestellt. 
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